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PRÓLOGO
 

Se tienen evidencias que muchos fenómenos químicos, físicos y biológicos 
presentes en la naturaleza, así como algunas formas geométricas encontradas en 
la naturaleza siguen un comportamiento fractal; por lo tanto, es conveniente el 
estudio de estos fenómenos desde un enfoque matemático diferente a lo habitual 
D�¿Q�GH�GDU�H[SOLFDFLRQHV�UD]RQDEOHV�D�YDULRV�SURFHVRV�QDWXUDOHV�\�D�REVHUYDFLR-
QHV�H[SHULPHQWDOHV��3HUR��HVWR�GHEH�LQLFLDUVH�GHVGH�ORV�FRQFHSWRV�EiVLFRV�KDVWD�
llegar a construir un conjunto de conocimientos matemáticos sistémicos que lo-
JUHQ�GDU�H[SOLFDFLRQHV�FLHQWt¿FDV�D�ORV�KHFKRV��VLQ�WDPSRFR�GHVFDUWDU�TXH�SXHGDQ�
H[LVWLU�RWUDV�SRVLEOHV�H[SOLFDFLRQHV�FLHQWt¿FDV�D�ORV�PLVPRV�
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DSOLFDGR�D�ODV�GLIHUHQWHV�IRUPDV�TXH�OD�QDWXUDOH]D�H[SUHVD�\�VRQ�HYLGHQFLDGDV�GH�
IRUPD�H[DFWD�D�WUDYpV�GH�HVWDV�FLHQFLDV�

Carla Sofía Arguello Guadalupe�HV�LQJHQLHUD�HQ�(FRWXULVPR��0VF��HQ�(FR-
QRPtD�$JUDULD��HVSHFLDOL]DFLyQ�UHFXUVRV�QDWXUDOHV�\�PHGLR�DPELHQWH��FRQ�'LSOR-
PDGR�6XSHULRU�HQ�'RFHQFLD�FRQ�HO�(PSOHR�GH�ODV�7,&��H[SHULHQFLD�SURIHVLRQDO�GH�
PiV�GH����DxRV�HQ�HO�VHFWRU�S~EOLFR��SULYDGR�\�FRPXQLWDULR��DVHVRUD�HQ�HPSUHQGL-
PLHQWRV�DJUtFRODV�HQ�FRPXQLGDGHV�GH�&KLPERUD]R��+D�SXEOLFDGR����DUWtFXORV�HQ�
GLYHUVRV�WHPDV�WDQWR�HFRQyPLFRV�FRPR�DFDGpPLFRV��/D�H[SHULHQFLD�HQ�HO�PDQHMR�
de la economía ha evidenciado la necesidad básica de un buen cimiento en la 
matemática en sus diferentes áreas y una de ellas es la geometría fractal, donde 
D�WUDYpV�GHO�DQiOLVLV�HFRQyPLFR�GH�IXQFLRQHV�GH�GHPDQGD�\�RIHUWD�VH�LGHQWL¿FDQ�
IRUPDV�JHRPpWULFDV�TXH�SHUPLWHQ�FDOFXODU�H[FHGHQWHV�GHO�FRQVXPLGRU�\�GHO�SUR-
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INTRODUCCIÓN

Se sabe que la geometría euclidiana es importante en varias ciencias e in-
JHQLHUtDV��GRQGH�VH�WUDWDQ�FRQ�FXHUSRV�R�¿JXUDV�UHJXODUHV��VLQ�HPEDUJR��KD\�TXH�
UHFRQRFHU�WDPELpQ�TXH�HV�XQD�DEVWUDFFLyQ�VLPSOL¿FDGD�GH�OD�UHDOLGDG��3RU�HMHP-
plo, el determinar la longitud de la costa de un país, particularmente de los que 
PXHVWUDQ�PXFKDV�³LUUHJXODULGDGHV´�FRPR�1RUXHJD�R�5HLQR�8QLGR�VH�FRQYLHUWH�
en un serio problema desde el punto de vista de la geometría euclidiana a menos 
TXH�VH�KDJDQ�LPSRUWDQWHV�VLPSOL¿FDFLRQHV��(VWDV�VLWXDFLRQHV�QRV�HQIUHQWDQ�D�RE-
MHWRV�UHDOHV�TXH�SHUWHQHFHQ�D�XQD�UHDOLGDG�PiV�FRPSOHMD��(V�DVt�FRPR�VXUJHQ�ORV�
IUDFWDOHV�

En este libro se describen de manera organizada y de manera didáctica a los 
IUDFWDOHV��FX\R�HVWXGLR�VH�UHPRQWD�D�OD�GpFDGD�GH�ORV�����$Vt��HQ�HVWD�REUD�VH�H[SR-
QH�SDUWLHQGR�GHVGH�ORV�FRQFHSWRV�PiV�EiVLFRV��GH�VXV�GH¿QLFLRQHV�\�YDULRV�HMHP-
plos ilustrativos hasta llegar a utilizarlos en conjuntos irregulares más complejos; 
de modo que puedan estar al alcance de estudiantes de pregrado, particularmente 
GH�DTXHOORV�TXH�HVWXGLDQ�FDUUHUDV�FRPR�PDWHPiWLFD�

A medida que se avance en el estudio de los temas tratados se observará que 
los conocimientos se van abordando gradualmente hasta conformar un conjunto 
de conocimientos sustentados en razonamientos y demostraciones relacionadas 
FRQ�ORV�IUDFWDOHV�KDVWD�OOHJDU�D�GDU�H[SOLFDFLRQHV�UD]RQDEOHV�GHO�FRPSRUWDPLHQWR�
multifractal encontrado en algunos fenómenos como son las manchas viscosas 
TXH�VH�IRUPDQ�HQ�HO�GHVSOD]DPLHQWR�GH�XQ�ÀXLGR�HQ�XQ�PHGLR�SRURVR�FRQ�DOWD�
YLVFRVLGDG�GHELGR�D�RWUR�ÀXLGR�FRQ�EDMD�YLVFRVLGDG�

'HVGH�OXHJR��OD�PD\RUtD�GH�ORV�FRQRFLPLHQWRV�SUHVHQWDGRV�HQ�HVWD�REUD�KDQ�
sido el resultado de organizar sistemáticamente resultados de varios investiga-
GRUHV�GXUDQWH�DxRV�DQWHULRUHV��SRU�HMHPSOR��OD�DSOLFDFLyQ�GH�ORV�PXOWLIUDFWDOHV�D�
OD�WXUEXOHQFLD�IXH�GHVDUUROODGD�SRU�)ULVFK��$IRQVR��0D]]LQR�\�<DNKRW���������\�
%HQ]L��3DODGLQ��3DULVL�\�9XOSLDQL���������TXLHQHV�GHPRVWUDURQ�TXH�ORV�UHVXOWDGRV�
H[SHULPHQWDOHV�GDQ�XQD�PD\RU�FRQFRUGDQFLD�HQWUH�ODV�REVHUYDFLRQHV�H[SHULPHQ-
WDOHV�\�ODV�GH�XQ�VLPSOH�PRGHOR�WHyULFR�

Esencialmente, para proceder a desarrollar la presente obra se recurre, en 
cuanto a la forma de razonar, la utilización del método inductivo; y en cuanto a 
la coordinación del contenido, se plantea que la información disponible obedezca 
a una estructura de hechos que va desde lo menos a lo más complejo o desde el 
RULJHQ�D�OD�DFWXDOLGDG��HV�GHFLU�HPSOHDQGR�XQ�HVTXHPD�OyJLFR�
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1. INTRODUCCIÓN A LOS FRACTALES 

Richard Bentley: 
“ ...no hemos de creer que las orillas del mar sean real-
mente deformes por no tener la forma de un baluarte 
regular; que las montañas no son exactamente como 

conos o pirámides, ni las estrellas están situadas desma-
ñadamente por no estar a una distancia uniforme..”

/D�0DWHPiWLFD�WUDGLFLRQDO�WUDWD�FRQ�³OR�UHJXODU´��¢SHUR�TXp�RFXUUH�FRQ�WRGR�
OR�LUUHJXODU�TXH�HQFRQWUDPRV�HQ�OD�QDWXUDOH]D"�0DQGHOEURW��D�PHGLDGRV�GHO�VLJOR�
XX, usa la geometría fractal para describir y modelizar los objetos irregulares de 
OD�QDWXUDOH]D��0DQGHOEURW�%��%���������

6HJ~Q�%HQRLW�0DQGHOEURW�“/DV�QXEHV�QR�VRQ�HVIHUDV�� ODV�PRQWDxDV�QR�VRQ�
conos, las costas no son círculos, como la corteza de un árbol no es plana ni un 
UD\R�YLDMD�HQ�OtQHD�UHFWD��������/D�QDWXUDOH]D�QR�VRODPHQWH�H[KLEH�XQ�JUDGR�PD\RU�
VLQR�WDPELpQ�XQ�QLYHO�GLIHUHQWH�GH�FRPSOHMLGDG´��SRU�OR�H[SXHVWR�DQWHULRUPHQWH��
había la necesidad de utilizar la geometría fractal para analizar estos objetos irre-
JXODUHV��7DODQNHU��������

El término  fue tomado del adjetivo latino fractus�TXH�VLJQL¿FD�LQWHUUXPSL-
GR�R�LUUHJXODU�XWLOL]DGR�SDUD�GHVFULELU�REMHWRV��UHDOHV�\�DEVWUDFWRV��FRQVLGHUDGRV�
³LUUHJXODUHV´�SRU�OD�JHRPHWUtD�WUDGLFLRQDO��/D�PD\RUtD�GH�ODV�IRUPDV�TXH�QRV�UR-
GHDQ�HQ�OD�QDWXUDOH]D�WLHQH�XQD�IRUPD�IUDFWDO��GRQGH�H[LVWH�XQ�FDRV�\�XQ�RUGHQ��
$OJXQRV�HMHPSORV�GH�HOOR�VRQ��ORV�SHU¿OHV�FRVWDQHURV��OD�KRMD�GH�XQ�KHOHFKR��ORV�
SDLVDMHV��OD�VXSHU¿FLH�UXJRVD�GH�XQD�URFD��HO�UDPDMH�GH�XQ�DUEXVWR��OD�UDPL¿FDFLyQ�
DOYHRODU�HQ�ORV�SXOPRQHV��OD�IURQWHUD�GH�XQD�QXEH��ODV�ÀXFWXDFLRQHV�GH�SUHFLRV�HQ�
un mercado, la dinámica de crecimiento poblacional de las bacterias, las trayecto-
ULDV�TXH�0DQGHOEURW��OODPy�IUDFWDOHV�GH�ODV�SDUWtFXODV�GH�SROYR�VXVSHQGLGDV�HQ�HO�
DLUH�\�GHO�PRYLPLHQWR�GH�XQ�JUDQR�GH�SROHQ�VROWDGR�HQ�XQ�YDVR�GH�DJXD��7DODQNHU��
������

La geometría fractal, en la actualidad, es muy utilizada en la física, medicina, 
FRPSXWDFLyQ��TXtPLFD��ELRORJtD��HFRQRPtD��¿VLRORJtD��OLQJ�tVWLFD�\�HO�DUWH��\D�TXH�
ha permitido reformular y resolver problemas complejos de una forma muy sim-
SOL¿FDGD��$OIDUR�$���0XULOOR�7���	�6RWR�$���������

Los fractales ayudan en el análisis de fenómenos tales como la turbulencia, el 
comportamiento de las manchas viscosas que ocurren en el desplazamiento de un
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ÀXLGR� GH� XQ�PHGLR� SRURVR� FRQ� DOWD� YLVFRVLGDG�� GHELGR� D� RWUR� ÀXLGR� FRQ� EDMD�
viscosidad, bolsa de valores, dispersión del humo, en los depósitos y agregados 
HOHFWURTXtPLFRV��HQ�WRGR�ÀXMR�WXUEXOHQWR��HWF���$OIDUR�$���0XULOOR�7���	�6RWR�$���
������

/D�JHRPHWUtD�FOiVLFD�R�HXFOLGHDQD��FRQ�VXV�¿JXUDV��QR�HV�OD�PiV�DSURSLDGD�
para generar las formas más complicadas que se muestran en la naturaleza como 
OD�KRMD�GH�XQ�KHOHFKR�R�HO�SHU¿O�GH�XQD�PRQWDxD��GHELGR�D�TXH�DO�VHU�DPSOLDGDV�
pierden su estructura; por ejemplo, el arco de un círculo se transforma en una 
UHFWD��OD�VXSHU¿FLH�GH�XQD�HVIHUD�VH�YXHOYH�FDGD�YH]�PiV�SODQD��/R�TXH�QR�VXFHGH�
FRQ�ODV�IRUPDV�QDWXUDOHV��SRU�HMHPSOR��XQD�VXSHU¿FLH�UXJRVD�PDQWHQGUi�VX�PLV-
PR�HVTXHPD�VL�DPSOL¿FDPRV�HO�PLFURVFRSLR�FRQ�HO�FXDO�OH�REVHUYDPRV��HV�GHFLU��
PDQWLHQH�VX�IRUPD�RULJLQDO��DXQTXH�VH�OH�FDPELH�GH�HVFDOD��7DODQNHU��������

6LPLODUPHQWH�TXH��FRQ� OD�VXSHU¿FLH� UXJRVD��HQ�HO� UDPDMH�GH�XQ�DUEXVWR�GH�
una rama salen muchas ramas y en cada una de ellas se repite el mismo esquema 
�7DODQNHU��������

6HJ~Q�$OIDUR��0XULOOR�\�6RWR���������³/RV�IUDFWDOHV�VRQ�¿JXUDV�JHRPpWULFDV�
TXH�VH�FDUDFWHUL]DQ�SRU�VX�VHPHMDQ]D��VRQ�HVWUXFWXUDV�LQ¿QLWDV�TXH�VH�SXHGHQ�GL-
YLGLU�FXDQWDV�YHFHV�VH�GHVHH�\�PDQWHQGUi�OD�PLVPD�HVWUXFWXUD´�>S�,,,@�

0DQGHOEURW��������IXH�HO�SULPHU�FLHQWt¿FR�TXH�XWLOL]y�HO�WpUPLQR�IUDFWDOHV��\�
manifestó lo siguiente “Los Fractales��GHO�ODWtQ�IUDFWXV�TXH�VLJQL¿FD��LUUHJXODU��
TXHEUDGL]R��eV�HO�FRQMXQWR�GH�IRUPDV�TXH��JHQHUDGDV�QRUPDOPHQWH�SRU�XQ�SURFH-
VR�GH�UHSHWLFLyQ��VH�FDUDFWHUL]DQ�SRU�SRVHHU�GHWDOOH�D�WRGD�HVFDOD��SRU�WHQHU�ORQ-
JLWXG�LQ¿QLWD��SRU�QR�VHU�GLIHUHQFLDEOHV�\�SRU�H[KLELU�GLPHQVLyQ�IUDFFLRQDO��/RV�
IUDFWDOHV�VRQ�UHVXOWDGR�GH�OD�UHSHWLFLyQ�DO�LQ¿QLWR�GH�ORV�SDWURQHV�JHRPpWULFRV�
TXH�VH�VXSHUSRQH�GH�IRUPD�LQGH¿QLGD”��0RUHOHV�9i]TXH]�������

8Q�HMHPSOR�VHQFLOOR�GH�IUDFWDOHV�HV�OD�UDPL¿FDFLyQ�GH�XQ�iUERO��GHO�WURQFR�
VDOHQ�ODV�UDPDV��GH�HVWDV�UDPDV�FUHFHQ�RWUDV�UDPDV�PiV�SHTXHxDV��GH�HVWDV�UDPL-
WDV�VDOHQ�UDPDV�PiV�SHTXHxDV�FRQ�GHWDOOHV�TXH�VH�UHSLWHQ�KDVWD�ODV�UDPLWDV�PiV�
\�PiV� SHTXHxDV��(O� EUyFROL� URPDQHVFR� SUHVHQWD� SRUFLRQHV� SHTXHxDV� VLPLODUHV�
D�RWUDV�PiV�JUDQGHV�\�HVWDV��D�VX�YH]��VLPLODUHV�D�SRUFLRQHV�D~Q�PD\RUHV��\�DVt�
sucesivamente; es decir, tiene una estructura autosimilar���3RGHPRV�FRQFOXLU�TXH�
ODV�¿JXUDV�IUDFWDOHV�VH�REWLHQHQ�DO�UHSHWLU�XQD�\�RWUD�YH]�HO�PLVPR�SURFHGLPLHQWR��

�� Un objeto es autosimilar si se cambia la escala tantas veces como se desee y se sigue 
REWHQLHQGR�XQD�¿JXUD�VLPLODU�D�ODV�DQWHULRUHV�
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�7DODQNHU���������2WURV�IUDFWDOHV�ORV�REVHUYDPRV�HQ��KRMDV��PRQWDxDV�\�ÀRUHV�
�YHU�)LJV�������\����

)LJXUD������5DPDV�GH�XQ�iUERO��
)XHQWH��)RWRJUDItD�UHDOL]DGD�SRU�-RVp�0DUtD�6RUDQGR�0X]iV
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)LJXUD������%UyFROL�URPDQHVFR�
)XHQWH��KWWSV���SL[DED\�FRP�HV�URPDQHVFX�URPDQHVFR�YHUGXUD���������

)LJXUD������+RMD�GH�KHOHFKR�
�)XHQWH��KWWSV���SL[DED\�FRP�HV�GH�OD�KRMD��ÀRUD�QDWXUDOH]D���������
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6HJ~Q�*ROGEHUJHU��������RWUDV�HVWUXFWXUDV�IUDFWDOHV�ODV�HQFRQWUDPRV�HQ�DSD-
ratos y sistemas de los seres vivos como las redes neuronales, los vasos capilares, 
WXERV�LQWHVWLQDOHV��ELOLDUHV�\�EURQTXLDOHV��HWF���7DODQNHU���������YHU�)LJV������D������

)LJXUD������5HGHV�QHXURQDOHV�
)XHQWH��KWWSV���SL[DED\�FRP�HV�F�&��$�OXOD�GHO�QHUYLR�QHXURQD�FHUHEUR����������

/RV�RUGHQDGRUHV��FRQ�VX�SRWHQFLD�GH�FiOFXOR��KDQ�FRQWULEXLGR�HQ�ORV�~OWLPRV�
DxRV�FRQVLGHUDEOHPHQWH�DO�SURJUHVR�GH�ORV�IUDFWDOHV��D�WUDYpV�GH�ORV�SURFHVRV�LWHUD-
WLYRV�LQ¿QLWRV�TXH�VRQ�XWLOL]DGRV�SDUD�FUHDU�UHSUHVHQWDFLRQHV�JUi¿FDV�FDGD�YH]�PiV�
SUHFLVDV� �%DUQVOH\�� �������$FWXDOPHQWH� H[LVWHQ�PXFKRV� SURJUDPDV� LQIRUPiWLFRV�
que son utilizados para generar todo tipo de imágenes fractales: paisajes, nubes, 
iUEROHV��WH[WXUDV��DQLPDOHV��HWF���YHU�)LJV������D�������0DQGHOEURW�%��%��������

)LJXUD������5HGHV�EURQTXLDOHV�
�)XHQWH��KWWS���ZZZ�HODUWHGHODHVWUDWHJLD�FRP�IUDFWDOBIUDFWDOHVBHQBODBQDWXUDOH]D�KWPO



 Jaime Giovanny Béjar Suárez
Mayra Elizabeth Cáceres Mena, Galo Briam Montenegro Córdova, 

Catalina Margarita Verdugo Bernal,Carla Sofía Arguello Guadalupe

19

)LJXUD������3DWUyQ�GH�WH[WXUD�FUHDGR�FRQ�FRPSXWDGRUD�
)XHQWH��KWWSV���SL[DED\�FRP�HV�OD�UHG�PDWHP�&��$�WLFDV��JHRPHWU�&��$'D�GL-

VH�&��%�R��������

)LJXUD������)ORU�YHUGH�FRQVWUXLGD�FRQ�FRPSXWDGRUD�
)XHQWH��KWWSV���SL[DED\�FRP�HV�IUDFWDO�ÀRU�YHUGH�IDQWDV�&��$'D���������
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)LJXUD������5XLQDV�FRQVWUXLGDV�FRQ�FRPSXWDGRUD�
)XHQWH��KWWSV���SL[DED\�FRP�HV�OD�FRQVWUXFFL�&��%�Q�GH�UXLQDV�DQWLJXD����������

3DUD�HQWHQGHU�PHMRU�HO�SURFHVR�GH�JHQHUDFLyQ�GH�IUDFWDOHV�PHGLDQWH�SURJUD-
PDV� LQIRUPiWLFRV� H[SOLTXHPRV� UiSLGDPHQWH� VX� SDUWH� FRQFHSWXDO�� SRU� HMHPSOR��
SDUD� FRQVWUXLU� HO� WULiQJXOR� GH�6LHUSLQVNL� VH� SDUWH� GH� XQ� WULiQJXOR� OODPDGR� LQL-
ciador, se unen los puntos medios de sus tres lados y se elimina el triángulo del 
FHQWUDO��HQ�ORV�WUHV�UHVWDQWHV�WULiQJXORV�VH�DSOLFD�QXHYDPHQWH�HO�SURFHGLPLHQWR��
(VWH�SURFHVR�JHRPpWULFR�VH�OR�UHLWHUD�KDVWD�HO�LQ¿QLWR��HO�FRQMXQWR�TXH�¿QDOPHQWH�
REWHQHPRV�HV�HO�OODPDGR�WULiQJXOR�GH�6LHUSLQVNL��YHU�)LJ�������

)LJXUD������&RQVWUXFFLyQ�GHO�WULiQJXOR�GH�6LHUSLQVNL�
)XHQWH��KWWSV���WRSRORJLD�ZRUGSUHVV�FRP������������HO�FRQMXQWR�GH�FDQWRU�\��HO�WULDQ-

JXOR�GH�VLHUSLQVNL�
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Si en vez de triángulos, usamos cuadrados o cubos, obtenemos la alfombra 
GH�6LHUSLQNVNL��FRQ�OD�SHFXOLDULGDG�GH�TXH�HO�iUHD�GHO�FXDGUDGR��R�YROXPHQ�HQ�HO�
FDVR�GHO�FXER��HV�FHUR���YpDVH�OD�)LJ�������

(O�FRQMXQWR�GH�0DQGHOEURW�HV�RWUR�IDPRVR�IUDFWDO�HQ�HO�FXDO�VH�SXHGHQ�DSUH-
ciarse dos características fundamentales de los fractales: la frontera de esta curva 
es muy irregular y además la propiedad de autosemejanza, es decir, miles de 
UpSOLFDV�GHO�IUDFWDO�D�PHQRU�HVFDOD��YHU�)LJ��������

)LJXUD�������&RQVWUXFFLyQ�GH�OD�DOIRPEUD�GH�6LHUSLQVNL�
)XHQWH��KWWSV���IUDFWDOHVFLR�ZRUGSUHVV�FRP������������DOIRPEUD�GH��VLHUSLQVNL�
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)LJXUD�������&RQMXQWR�GH�0DQGHOEURW
�)XHQWH���0DQGHOEURW�%��%��������

En capítulos posteriores se presentan otros conjuntos fractales creados me-
GLDQWH�SURFHVRV�UHSHWLWLYRV�\�VH�H[SRQH�GH�PDQHUD�PiV�IRUPDO�HO�VXVWHQWR�PDWH-
PiWLFR�GH�ORV�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV�
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2. DIMENSIÓN Y MEDIDA DE HAUSDORFF

2.1 Introducción
$QWHV�GH�TXH�VH�HVWDEOHFLHUD�OD�WHRUtD�GH�ORV�FRQMXQWRV��DOUHGHGRU�GH��������OD�

LGHD�GH�GLPHQVLyQ�HUD�YDJD�\�VH�EDVDED�HVHQFLDOPHQWH�HQ�OD�GH¿QLFLyQ�LQWXLWLYD�
GDGD�SRU�(XFOLGHV��§������D��&���

• 8Q�SXQWR�HV�DTXHO�TXH�QR�WLHQH�SDUWHV�
• 8QD�OtQHD�HV�XQD�ORQJLWXG�VLQ�HVSHVRU�
• /DV�H[WUHPLGDGHV�GH�XQD�OtQHD�VRQ�SXQWRV�
• 8QD�VXSHU¿FLH�HV�DTXHOOD�TXH�WLHQH�VRODPHQWH�ORQJLWXG�\
• DQFKR�
• /RV�H[WUHPRV�GH�XQD�VXSHU¿FLH�VRQ�OtQHDV�

3RVWHULRUPHQWH�VH�GH¿QLy�OD�GLPHQVLyQ�GH�XQ�FRQMXQWR�FRPR�HO�Q~PHUR�GH�
SDUiPHWURV�QHFHVDULRV�SDUD�HVSHFL¿FDU�OD�SRVLFLyQ�GH�VXV�SXQWRV�HQ�HO�HVSDFLR��
(VWD�GH¿QLFLyQ�HYROXFLRQy�UiSLGDPHQWH�JUDFLDV�D� ORV� WUDEDMRV�GH�&DQWRU��*X]-
PiQ��������\�3HDQR��%HUQDO�*RQ]iOH]��&DOGHUyQ�0RUHQR��	�3UDGR�%DVVDV��������
quien es demostraron inadecuada tal noción, mediante la construcción de dos 
mapeos entre subconjuntos de espacios euclideanos en Թ2 y Թ:2

• 8Q�PDSHR�QR�FRQWLQXR�LQYHUWLEOH�GH�&DQWRU�������
• 8Q�PDSHR�FRQWLQXR�QR�LQYHUWLEOH�GH�3HDQR�������

2.1.1. El mapeo no-continuo invertible de Cantor (1872)

&DQWRU�HQFRQWUy�XQ�PDSHR�LQYHUWLEOH�GHO�FXDGUDGR�XQLWDULR�>����@۪>����@�HQ�
HO�LQWHUYDOR�XQLWDULR�>����@��XVDQGR�XQ�PDSHR���D����FRPR�VH�PXHVWUD�HQ�OD�)LJ������

2 Un objeto es autosimilar si se cambia la escala tantas veces como se desee y se sigue 
REWHQLHQGR�XQD�¿JXUD�
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)LJXUD������0DSHR�GH�FXDGUDGR�XQLWDULR�

El procedimiento consiste en tomar cada punto ([ , \��GHO�FXDGUDGR�\�KDFHUOH�
corresponder un punto t en el intervalo unitario, para ello las coordenadas�[�y�\�se 
H[SUHVDQ�HQ�ELQDULR��HV�GHFLU���[� �����Q0�Q2�Q4�Q6 �������\� �����Q1�Q3  Q5�Q7�����GRQGH�ORV�
Qi ��VRQ�WRGRV�FHURV�R�XQRV��(O�SXQWR��[ , \��HV�PDSHDGR�DO�SXQWR�t en el intervalo 
FRQ�~QLFD�FRRUGHQDGD��t  �����Q0�Q1�Q2�Q3�Q4����

$XQTXH�HVWH�PDSHR�HV���D���HVWi�OHMRV�GH�VHU�FRQWLQXR��SXHV�QR�VH�FXPSOHTXH-
la imagen inversa de cada entorno de t� esunentorno de ( [�, \�)��

Este mapeo demuestra que un cuadrado no puede ser considerado “bidimen-
VLRQDO´�VLPSOHPHQWH�SRUTXH�VH�XVHQ�GRV�FRRUGHQDGDV��£8QD�HV�VX¿FLHQWH����6LQ�
HPEDUJR��D~Q�VH�HVSHUDUtD�TXH�OD�GH¿QLFLyQ�HQ�EDVH�DO�Q~PHUR�GH�SDUiPHWURV�VHD�
XVDEOH�VL�VH�H[FOX\HUDQ�ODV�WUDQVIRUPDFLRQHV�QR�FRQWLQXDV�

1R�REVWDQWH��HVWD�UHVWULFFLyQ�QR�HV�VX¿FLHQWH��FRPR�OR�GHPRVWUy�3HDQR��%HU-
QDO�*RQ]iOH]��&DOGHUyQ�0RUHQR��	�3UDGR�%DVVDV��������

2.1.2. El mapeo continuo no-invertible de Peano (1890)

6LPSOHPHQWH�LQGLFDUHPRV�TXH�3HDQR��������XVy�XQ�PDSHR�FRQWLQXR�QR�LQ-
YHUWLEOH�GHO�LQWHUYDOR�XQLWDULR�>����@�HQ�HO�FXDGUDGR�XQLWDULR�>����@۪>����@��HO�PLV-
PR�TXH�GHPRVWUy�VHU�FRQWLQXR��VLQ�HPEDUJR��QR�HV���D����HV�GHFLU�QR�HV�LQYHUWLEOH��
a pesar de ser sobreyectivo3���&DUGRQD�	�0~QHUD��������

(O�UHVXOWDGR�¿QDO�HV�TXH�ORV�PDSHRV�GH�&DQWRU�\�3HDQR�GH�XQ�FRQMXQWR��QR�
son invariantes4�EDMR�WUDQVIRUPDFLyQ�QR�FRQWLQXD���D���R�ELHQ�XQD�WUDQVIRUPDFLyQ�
FRQWLQXD�QR���D���

3 El mapeo : )��6�ĺ�6�ƍ�HV�VREUH�FXDQGR�HO�FRQMXQWR�GH�LPiJHQHV�GH�F coincide con S�ƍ�
4 Un mapeo es invariante si la imagen no cambia al aplicarle un conjunto de
�WUDQVIRUPDFLRQHV�

y

�

� �
x � �

t
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(VWRV�UHVXOWDGRV�FRQGXMHURQ�D�XQD�FULVLV�GH�OD�GH¿QLFLyQ�GH�GLPHQVLyQ�\�D�
XQD�UHFRQVWUXFFLyQ�GH�XQD�SDUWH�LPSRUWDQWH�GH�OD�PDWHPiWLFD�

2.2 Dimensión topológica
/RV� UHVXOWDGRV�SUHFHGHQWHV� OOHYDQ�D� OD� VLJXLHQWH�SUHJXQWD�GH�+XUZLW]��¢(V�

posible establecer una correspondencia entre el espacio euclidiano Q-dimensional 
y el espacio euclidiano P- dimensional�, que contiene tanto las características de 
ODV�FRQVWUXFFLRQHV�GH�&DQWRU�\�3HDQR��HV�GHFLU��FRQ�XQD�FRUUHVSRQGHQFLD�TXH�VHD�
��D���\�FRQWLQXD"��-XYHQWHQ\�������

/D�UHVSXHVWD�HVWi�GDGD�SRU�HO�WHRUHPD�GH�/HEHVJXH��$�PiV�GH�HOOR��OD�GLPHQ-
sión Euclidiana ha sido reemplazada por la dimensión topológica que en esencia 
es similar pero más precisa:

Teorema de Lebesgue: La dimensión topológica es invariante bajo transfor-
PDFLRQHV���D���\�FRQWLQXDV��3HWUDNLV���������(VWH�WHRUHPD�DEULy�HO�FDPLQR�SDUD�HO�
GHVDUUROOR�GH�OD�WHRUtD�GH�OD�PHGLGD�

0LHQWUDV�TXH�OD�GH¿QLFLyQ�PRGHUQD�GH�GLPHQVLyQ�WRSROyJLFD�GH�0HQJHU��-R-
KQVRQ��������HVWDEOHFH�TXH�

'H¿QLFLyQ����
(O�FRQMXQWR�YDFtR�����WLHQH�GLPHQVLyQ�WRSROyJLFD����

La dimensión topológica de un conjunto es el mínimo entero n para el cual 
cada punto tiene un entorno��DUELWUDULDPHQWH�SHTXHxR�FX\D�IURQWHUD8 tiene dimen-
sión inferior a�Q�

� El espacio Թn  = {( [�, [2������[Q���i  , i  �������Q [i  א Թ} (donde Q� ������������FRQ�ODV�
operaciones de adición de vectores, multiplicación por escalar y producto interno se 
conoce como el espacio euclidiano Q�GLPHQVLRQDO�
� Un entorno de S es un conjunto V que contiene un abierto U; si este tiene como ele-
mento el punto yك�א���Ǥ
8 La frontera de un subconjunto S de un espacio topológico es la intersección de la 
clausura de S con la clausura del complemento de 6�
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Ejemplos:

���Un punto está rodeado solamente por el Ø, entonces la dimensión de la 
IURQWHUD�GHO�HQWRUQR�HV�����OXHJR�Q� ���

���Una línea está rodeada solo por el vacío y puntos, entonces  Q� ��

��� Un plano está rodeado solamente por el Ø, puntos y líneas, U entonces  Q�= 2

1RWD��HQ�OD�DFWXDOLGDG�H[LVWHQ�YDULDV�GH¿QLFLRQHV�GH�GLPHQVLyQ��ODV�TXH�KDQ�
conducido a que la idea de dimensión pierda el propio carácter intuitivo y se con-
vierta en un concepto matemático abstracto que puede conducir a resultados in-
HVSHUDGRV�H�LQWHUHVDQWHV�FRPR�HV�HO�DSDUHFLPLHQWR�GH�GLPHQVLRQHV�IUDFFLRQDULDV��
&DGD�XQD�GH�WDOHV�GH¿QLFLRQHV�SXHGH�UHVXOWDU�~WLO�SDUD�GHWHUPLQDGRV�REMHWLYRV��
SHUR�QR�SDUD�RWURV��DVt��SRU�HMHPSOR��OD�GH¿QLFLyQ�GH�GLPHQVLyQ�WRSROyJLFD�HV�GH�
HVFDVD�XWLOLGDG�FXDQGR�VH�WUDWD�GHO�WDPDxR�GH�XQ�FRQMXQWR��\D�TXH�HVWD�QR�KDFH�
UHIHUHQFLD�DO�WDPDxR��&RPR�VH�YHUi�HQ�HVWH�FDStWXOR��HO�WDPDxR�GH�XQ�FRQMXQWR�
IUDFWDO�VH�HYDO~D�GH�PDQHUD�SUHFLVD�PHGLDQWH�OD�IDPLOLD�GH�PHGLGDV�GH�+DXVGRUII�
{ Ht : t�����`��5H\�6LPy��������

2.3. Los recubrimientos de un conjunto
2.3.1 Los recubrimientos de Cantor – Minkowski

'H¿QLFLyQ����

3DUD�WRGR�[��\א��Թn con Q� �������D�GLVWDQFLD�d�HQWUH�HVWRV�HOHPHQWRV�VH�GH¿QH�

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

donde [  = ( [�,[2�����[n�����\�= ( \�, \2�������\n���

( , ) = ( െ )σ 2

=1

lim՜0 ( ) =
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'H¿QLFLyQ����

3DUD�WRGR�į�!����XQ�UHFXEULPLHQWR�GH�&DQWRU�0LQNRZVNL�GH� S ؿ�Թn (espacio 
Euclidiano  QíGLPHQVLRQDO��GRQGH�Q�ൌ�ͳǡʹǡ͵ǡǤǤǤሻ�es un conjunto de bolas Q-dimen-
sionales ፪į  ([Ƚ�) = { \ؿ��ԹQ /d ([Ƚ�ǡ�\�ሻ���į } centradas en cada punto [Ƚ de 6�

1RWH�TXH�SRU�GH¿QLFLyQ��S ڂ�كȽڋ��į  ( [Ƚ��

�/D�XQLyQ�GH�ORV�HOHPHQWRV�GHO�UHFXEULPLHQWR�GH�&DQWRU���0LQNRZVNL�GH¿QH�
el conjunto S (į�� ڂ�Ƚ ڋ�į  ( [Ƚ����HO�FXDO�HV�OODPDGR�FRQMXQWR�VXDYH�TXH�VDWLVIDFH�
el siguiente límite:

                              
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Es decir, en el límite cuando  į�ĺ���HO�FRQMXQWR�S ( į���FRLQFLGH�FRQ�S�

$Vt��SRU�HMHPSOR��SDUD�HQFRQWUDU�OD�PHGLGD��YROXPHQ��GH�XQ�FXER�S se pue-
GHQ�VHOHFFLRQDU�HVIHUDVڋ�į centradas en cada punto del cubo y tomando un į!���
SUH¿MDGR�OR�VX¿FLHQWHPHQWH�SHTXHxR�VH�HQFRQWUDUtD�TXH�HO�YROXPHQ�GH�S sería 
DSUR[LPDGDPHQWH�HO�YROXPHQ�GH�S (į���9pDVH�)LJ�������

( , ) = ( െ )σ 2

=1

lim՜0 ( ) =
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S S (  )S (  )

)LJXUD������9LVWD�IURQWDO�GH�XQ�UHFXEULPLHQWR�GH�&DQWRU�0LQNRZVNL�D�XQ�FXER��GRQGH�HO�
recubrimiento es total para   į�ĺ����

3RU�VXSXHVWR��ODV�UHJLRQHV�QR�FXELHUWDV�HQ�OD�)LJ������SRU�ODV�HVIHUDV�α  cen-
tradas en cada punto del cubo tienden a cero para į�ĺ����HVWR�HV��HQ�FRQFRUGDQFLD�
FRQ�HO�OtPLWH�GDGR�SRU�OD�H[SUHVLyQ�������

2.3.2. Los į - recubrimientos 
'H¿QLFLyQ����

Llamamos į-recubrimiento de Aك��Թn �ሺ�������ൌ�ͳǡʹǡ͵Ǥ�ǤǤǤ�ሻ a una colección 
numerable�� �R�¿QLWD��GH�FRQMXQWRV�αi� �����������GH�GLDPHWUR�D� OR�PiV�į

�� ; que 
cubre A; es decir,

Uك ፪
λ

=1

: ՜ [0,λ]
� Un conjunto S�HV�QXPHUDEOH�R�FRQWDEOH�VL�VH�SXHGH�HVWDEOHFHU�XQD�FRUUHVSRQGHQFLD���
D���FRQ�XQ�VXEFRQMXQWR�GH�ORV�QDWXUDOHV�
�� Sea  Aؿ��Թn VH�GH¿QH�HO�GLiPHWUR�GHO�FRQMXQWR�A denotado como diam (A�� �VXS^d ([�
{�Aא  \�]���\�
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2.4 Medida de Hausdorff

�(Q�YLUWXG�GHO�HQIRTXH�\�GH�OD�WHPiWLFD�GHO�SUHVHQWH�WUDEDMR�UHVXOWD�~WLO�LQ-
WURGXFLU� HO� XVR�GH�PHGLGD�\�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII� TXH�� HQ� FLHUWD� IRUPD�� GD�
XQD�PDQHUD�GH�FXDQWL¿FDU�OD�SRUFLyQ�³RFXSDGD´�SRU�XQ�FRQMXQWR��DVt�FRPR�GH�VX�
JUDGR�GH�LUUHJXODULGDG��SRU�HOOR�FRPHQFHPRV�GDQGR�ODV�VLJXLHQWHV�GH¿QLFLRQHV��
�-XYHQWHQ\����������$OHJUtD��������\��0RQWHUR�3DVFXDO��������

'H¿QLFLyQ����

3RU�XQD�PHGLGD����HQ�XQ�HVSDFLR�PHGLEOH��ȍ�ࣛ�²FRQ�ࣛ�iOJHEUD�R�DQLOOR²��
entenderemos una función no negativa

que satisface:

ሺ�ሻߤ��ሺሻ ൌ Ͳ
�E��(V�QXPHUDEOHPHQWH�DGLWLYD��HV�GHFLU��VL�GDGRVܣ�wǡ�ǥ�ǡ݊ܣ�ǡ�ǥࣛ�א� disjuntos 

²HV�GHFLU�WDOHV�TXH݆ܣ�ځ�݅ܣ�ǡ�������്�݆Ȅ y cuya unión esté en ࣛ (esto es automá-
tico si ࣛ HV�ı±iOJHEUD���HQWRQFHV�

Si la condición (E��VROR�HV�YiOLGD�SDUD�FROHFFLRQHV�¿QLWDV�GH�FRQMXQWRV�GLV-
juntos,ܣ�ͳǡ�ǥ�ǡ݊ܣ���GLUHPRV�TXH�OD�PHGLGD�HV�DGLWLYD��'LUHPRV�TXH�XQD�PHGLGDߤ�
HV�ı±¿QLWD�VL�H[LVWH�XQD�VXFHVLyQ�GH�FRQMXQWRV�PHGLEOHV�\�GLVMXQWRVࣛ�א�݊ܣ�ǡ tal 
que ݊ܣ�  �ȍ�\�FDGD��ሺ݊ܣ�������

/ODPDUHPRV�SUREDELOLGDG�D�WRGD�PHGLGD�YHUL¿FDQGRߤ��ȍ�� ����

Uك ፪
λ

=1

: ՜ [0,λ]

���$OJXQRV�DXWRUHV�OD�OODPDQ�PHGLGD�SRVLWLYD�

 

λ

=1
= ( )

λ

=1

 א N, א  , ת   = Ø,  ്

֜
λ

=1
 =

λ

=1
 ( )                   

U( ) σ

U( ) σ
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(Q� QXHVWUR� FDVR�� GDGR� XQ� HVSDFLR� WRSROyJLFR� �ȍ��࣮��� VX� XQLyQ݅ܣ�݅�  ,࣮�א
OODPDUHPRV�ı�iOJHEUD�GH�%RUHO�D�OD�JHQHUDGD�SRU�VXV�DELHUWRV��TXH�GHQRWDUHPRV 
ሺ࣮ሻߪ ൌߚ��ȍ��\�D�VXV�HOHPHQWRV�ERUHOLDQRV��

Ahora falta ver que ܪ ��es una función a valores positivos y que satisface la 
aditividad numerable:

���������

En efecto por cada boreliano ܣ�VH�WLHQH�TXHܪ����� ����ሺܣሻ�����HVWR�SRUTXH��
ߜ ����!���OXHJR������݅ߜ� ��������DSOLFDQGR�HO�tQ¿PR�HQ�FDGD�PLHPEUR�GH�OD�GHV-

LJXDOGDG�WHQHPRV�HQWRQFHV�TXHܪ������ ����ሺܣ������

'H¿QLFLyQ�����

Sea ߚ la familia de los Borelianos de Թ݊, sא� Թ+ y�į�!���VH�GH¿QH�OD�0(','$�
'(�+$86'25))�FX\D�QRWDFLyQ�HVܪ� �� como la función:

donde: 

{α݅}݅  ��«�� es un  į-recubrimiento de ܣ y  į݅�ൌ�݀����(α݅����įǤ

 

λ

=1
= ( )

λ

=1

 א N, א  , ת   = Ø,  ്

֜
λ

=1
 =

λ

=1
 ( )                   

U( ) σ

U( ) σ

ݏ
݅

ݏ
݅

 

: ՜ Թ+

 ՜ ( ) =
{ }

{σ }}

 , = 1, 2, … , ; ת   = Ø ്  

ߜ
ݏ

ߜ
ݏ

ߜ
ݏ

ߜ
ݏ
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2.4.1 Propiedades de la medida de Hausdorff
-XYHQWHQ\��������PDQL¿HVWD�TXHܪ� ����HV�XQD�PHGLGD�SRVLWLYD�ı�DGLWLYD���S������

'H�HVWR�VH�VLJXH�TXHܪ� �  cumple con las siguientes propiedades:

ܪ • �������� ����SRU�GH¿QLFLyQ�
• Aditividad numerable:

Esto se demuestra utilizando la propiedad de aditividad numerable, y toman-
do ݇ܣ    ,݊ < ݇� ���

• 0RQRWRQtD�
3DUD�WRGRܣ�ǡ ܤ ܣ ǡ siߚ�א ܪ���������ڋك ܪ����$������ �����ሺܤሻ
Demostración: Como ܣ es un subconjunto de ܤ se cumple que ܤ ൌ ܣ ܤ�ሺ

െܣ� ሻ ��� ܣ� ܤ�ሺת െ ሻ�ൌܣ 

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺʹǤͶሻ
������������ǡ���������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺʹǤͷሻ

'H¿QLFLyQ����

6HJ~Q�-XYHQWHQ\��$���������OD�PHGLGD�V�'LPHQVLRQDO�GH�+DXVGRUII de ܣ se 
GH¿QH�FRPR�

����������

 

֜
=1

=
=1

( )

, א , si ك  ፪ (A)     ( )

(B) =   (A) +  ( B െ A )    (A)  

( )  ( )

( ) = lim՜0
( )

U( ) σ

 

֜
=1

=
=1

( )

, א , si ك  ፪ (A)     ( )

(B) =   (A) +  ( B െ A )    (A)  

( )  ( )

( ) = lim՜0
( )

U( ) σ

 

֜
=1

=
=1

( )

, א , si ك  ፪ (A)     ( )

(B) =   (A) +  ( B െ A )    (A)  

( )  ( )

( ) = lim՜0
( )

U( ) σ

 

: ՜ Թ+

 ՜ ( ) =
{ }

{σ }}

 , = 1, 2, … , ; ת   = Ø ്  

 

֜
=1

=
=1

( )

, א , si ك  ፪ (A)     ( )

(B) =   (A) +  ( B െ A )    (A)  

( )  ( )

( ) = lim՜0
( )

U( ) σ

ߜ
ݏ

ߜ
ݏ

ߜ
ݏ

ߜ
ݏ

ߜ
ݏ
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1RWD��3RU�FDGD�ERUHOLDQRܣ��VH�WLHQH�TXHݏܪ�����ሺܣ ������HVWR�SRUTXH������
ܪ ���ሺܣ������\�DSOLFDQGR�HO�OtPLWH�FXDQGR�įĺ�� en cada miembro de la des-

LJXDOGDG�VH�WLHQH�TXHݏܪ�����ሺܣሻ ����

2.4.2. Propiedades de la medida s-dimensional de Hausdorff 

'H�OD�PLVPD�PDQHUD�TXH�VH�KL]R�SDUD�OD�PHGLGD�GH�+DXVGRUII��VH�SXHGH�GH-
mostrar que ݏܪ�HV�XQD�PHGLGD�SRVLWLYD�ı�DGLWLYD��3RU�WDQWR�FXPSOH�WDPELpQ�FRQ�
las siguientes propiedades: 

�� ����ݏܪ •
• $GLWLYLGDG�¿QLWD

• 0RQRWRQtD
ǡܣ� ܤ �ߚ�א siܣ�� ك ܤ ܣ�ሺݏܪ��� ሻ  ሻܤ�ሺݏܪ

2.5 Dimensiones de Hausdorff y fractal 
�������������S������������������������������������������������sǦ�����-

�������������������Ǥ�

���������ǡ������������ܣ�������� �� �į�൏�ͳ�ǡ��ݐ����  S� ������������������
įǦ���ǣܣ��������������

 

 , = 1, 2, … , ת  = Ø ്  ֜

=1
=

=1
( )

 , א ك    (  )  ( )

<

 െ

U( ) σ

 

 , = 1, 2, … , ת  = Ø ്  ֜

=1
=

=1
( )

 , א ك    (  )  ( )

<

 െ

U( ) σ

ߜ
ݏ
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donde los į݅ son los diámetros del į-recubrimiento de ܣ��$GHPiV��VH�FXPSOH�
también: 

WRPDQGR�HO�tQ¿PR�UHVXOWD�

en el límite cuando įĺ� vemos que si ܪs ሺܣሻ ����HQWRQFHV�
 

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Análogamente, para s�ݐ�  se llega a la conclusión que ݐܪሺܣ�� �����
3DUD s = t VH�SXHGH�GHFLU�TXHݐܪ�����ሺܣሻ ����

 

   െ

( )    െ  ( )

( )    0  ( )

 ( ) =  0.   

 =

(  )
λ

0
0

σσ

 

   െ

( )    െ  ( )

( )    0  ( )

 ( ) =  0.   

 =

(  )
λ

0
0

σσ

 

   െ

( )    െ  ( )

( )    0  ( )

 ( ) =  0.   

 =

(  )
λ

0
0

σσ
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   െ

( )    െ  ( )

( )    0  ( )

 ( ) =  0.   

 =

(  )
λ

0
0

σσ

)LJXUD������ Hs(A) YV��V�VDOWD�GH���D���HQ�FRUUHVSRQGHQFLD�FRQ�HO�YDORU�FUtWLFR�GH�s�

'H¿QLFLyQ�����

'DGR�XQ�ERUHOLDQR�QR�YDFtRܣ� ؿ Թ ݊, sea:

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

'LUHPRV� TXH� �ܣ WLHQH� GLPHQVLyQ� GH� +DXVGRUII�%HVLFRYLWFK� GHQRWDGD� FRQ�
���������\-XYHQWHQ��ሻܣሺܦ

 

( ) = inf  { > 0/ ( ) = 0 }

=  sup { > 0/ ( ) = λ}  

( )  = {λ     si    <  ( )
0 si > ( )   

0 <  ( ) <  λ.  
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( ) = inf  { > 0/ ( ) = 0 }

=  sup { > 0/ ( ) = λ}  

( )  = {λ     si    <  ( )
0 si > ( )   

0 <  ( ) <  λ.  

 

( ) = inf  { > 0/ ( ) = 0 }

=  sup { > 0/ ( ) = λ}  

( )  = {λ     si    <  ( )
0 si > ( )   

0 <  ( ) <  λ.  

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Si S�ൌܦ� ሺܣሻ entonces ݏܪ�ሺܣሻ�SXHGH�VHU�FHUR��LQ¿QLWR�R�VDWLVIDFHU�

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

'H¿QLFLyQ����

6L�OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�H[FHGH�OD�GLPHQVLyQ�WRSROyJLFD��HQWRQFHV�OD�
primera es denominada dimensión fractal��

/D�GLPHQVLyQ�IUDFWDO�HV�XQ�Q~PHUR�QR�QHJDWLYR�TXH�SHUPLWH�OD�FRPSDUDFLyQ�
entre conjuntos fractales diversos, en cierta forma mide la capacidad que tiene un 
FRQMXQWR�GH�OOHQDU�HO�HVSDFLR�GRQGH�HVWi�LQFOXLGR�

2.5.1. Propiedades de la dimensión de Hausdorff 

/D�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�VDWLVIDFH�ODV�VLJXLHQWHV�SURSLHGDGHV��

���&RQMXQWRV�DELHUWRV�- Sܣ�� ݊ Թ݊  (dondeؿ � ���������«��HV�DELHUWR��HQWRQFHV 
�contiene una bola Q�GLPHQVLRQDO�GH�YROXPHQ�SRVLWLYR ܣ�ሻ = ݊   ya queܣሺܦ

��� 0RQRWRQtD�- Si ܣ ሻܣሺܦ���HQWRQFHVڋ�ك ܦ��ڋ��HVWR�VH�VLJXH�LQPHGLDWD-
mente del hecho que ݏܪ es una medida y por tanto cumple la propiedad de mono-
tonía; es decir, ݏܪሺܣሻ  �ڋ��ݏܪ

��� (VWDELOLGDG�QXPHUDEOH���6HDQ� ���XQD�FROHFFLyQ�QXPHUDEOH�GH»�2ܣ�ͳǡܣ�
conjuntos borelianos entonces:

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

 

λ

=1
=   { ( )}}U( )

En particular se tiene que
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�HV�GHFLU�� OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�GH�XQ�FRQMXQWR�HV�HO� VXSUHPR�GH� ODV�
GLPHQVLRQHV�GH�VXV�VXEFRQMXQWRV���

���&RQMXQWRV�QXPHUDEOHV�- Si A es numerable, entoncesܦ�ሺܣሻ� ����SRU�OD�
propiedad anterior en la que se toma ݅ܣ FRPR�XQ�VROR�SXQWR�

2.5.2 Dimensión de conteo de cajas como una aproximación a la 
dimensión de Hausdorff

3DUD�HQWHQGHU�HO�FRPSRUWDPLHQWR�GH�OD�PHGLGD�GH�+DXVGRUIIܪ� ��de un con-
MXQWR�¿QLWR�GH�SXQWRV�HQ�HO�HVSDFLR��DSUR[LPHPRV�HVWD�PHGLGD�XVDQGR�KLSHUFXERV�
de lado į�GLVMXQWRV�HQWUH�Vt�FRPR�į�UHFXEULPLHQWR��GH�PRGR�TXH�VH�SURGX]FD�XQ�
�DSUR[LPDGR��UHFXEULPLHQWR�ySWLPR��HV�GHFLU��LJQRUDPRV�HO�tQ¿PR���1DND\DPD�
	�<DNXER���������

(QWRQFHV�� VH� HVWDEOHFHQ� ODV� VLJXLHQWHV� SURSRUFLRQDOLGDGHV� �/DUUD]� 0RUD��
������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

donde 1�į��HV�HO�Q~PHUR�WRWDO�GH�FDMDV�UHTXHULGDV�SDUD�FXEULU�HO�FRQMXQWR��SRU�
ejemplo, para un conjunto incluido en un espacio tridimensional, usamos cubos; 
HQ�XQ�HVSDFLR�ELGLPHQVLRQDO��XVDPRV�FXDGUDGRV��HWF����

3DUD�XQD�OtQHD�GH�PHGLGDܮ���LQFOXLGR�HQ�HO�HVSDFLR�XQLGLPHQVLRQDO��HO�Q~PHUR�
ܰ de segmentos lineales de longitud ߜ necesarios para recubrirla es: 

La longitud ܮ de la línea es:

 

ן
( )

=1
= ( )

( ) = 0

= lim՜0 ( ) = lim՜0 0 0 = 0

/

σ

 

ן
( )

=1
= ( )

( ) = 0

= lim՜0 ( ) = lim՜0 0 0 = 0

/

σ

ߜ
ݏ
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ן
( )

=1
= ( )

( ) = 0

= lim՜0 ( ) = lim՜0 0 0 = 0

/

σ

La medida ܮ llega a ser asintóticamente igual a la longitud de la línea y es 
independiente de ߜǤ

Si asociamos un área ܣ�FRQ�HO�FRQMXQWR�GH�SXQWRV�GH�XQD�OtQHD��HO�Q~PHUR�GH�
cuadrados es nuevamente ܰሺߜ��\�FDGD�FXDGUDGR�WLHQH�XQ�iUHD�GH2ߜ���(O�iUHD�YLHQH�
dada por:

'H�PDQHUD�VLPLODU�VL�DVRFLDPRV�XQ�YROXPHQ�ܸǣ

SHJ~Q�QXHVWUR�PpWRGR�GH�PHGLGD�HO�iUHD�\�HO�YROXPHQ�GH�XQD�OtQHD�WLHQGHQ�D�
cero a medida que į�VH�KDFH�PiV�SHTXHxR��(Q�HO�FDVR�GH�OtQHDV��OD�~QLFD�PHGLGD�
LQWHUHVDQWH�HV�OD�ORQJLWXG��

6L�FRQVLGHUDPRV�D�FRQWLQXDFLyQ�XQ�FRQMXQWR�GH�SXQWRV�TXH�GH¿QHQ�XQD�VX-
SHU¿FLH�GH�ÈUHDܣ�� y empleamos cuadrados para realizar la medida tenemos:

(O�Q~PHUR�GH�FXDGUDGRV�QHFHVDULRV�SDUD�UHFXEULU�D�VXSHU¿FLH�HV�ܰሺį) = ܣͲ/
į2��(Q�HO�OtPLWH��HO�iUHD�GH�OD�VXSHU¿FLH�VH�DSUR[LPD�Dܣ�� a medida que į�WLHQGH�D����

(O�YROXPHQ�GH�OD�VXSHU¿FLH�DQDOL]DGD�HV�

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 1=0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 2=0

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 0= 0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 1=0

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 1=0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 2=0

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 0= 0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 1=0

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 1=0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 2=0

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 0= 0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 1=0

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 1=0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 2=0

= lim՜0 ( ) 2 = lim՜0 0 0= 0

= lim՜0 ( ) 3 = lim՜0 0 1=0



GEOMETRÍA FRACTAL 

38

)RUPDOPHQWH�VH�SXHGH�DVRFLDU�XQD�ORQJLWXG�FRQ�XQD�VXSHU¿FLH�

/D�ORQJLWXG�VH�KDFH�LQ¿QLWD�SDUD�XQD�VXSHU¿FLH�SRU�OR�TXH�OD�~QLFD�PHGLGD�
~WLO�HV�HO�iUHD��

6HJ~Q�.UDIW��5���������VL�GH¿QLPRV�XQD�IXQFLyQ�Kሺߜሻ = ߛįݏ para recubrir un 
conjunto ܣ�GH�PHGLGD��/DUUD]�0RUD��������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

           

 donde ߛ�HV�XQ�IDFWRU�JHRPpWULFR��$KRUD�DQDOLFHPRV�HO�YDORU�GH�OD�PHGLGD�
s�GLPHQVLRQDO�GH�+DXVGRUII��$SOLFDQGR�HO�OtPLWH�FXDQGR�į ĺ���D�DPERV�ODGRV�GH�
�������UHVXOWD�

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

  

&RPR�\D�VH�KD�LQGLFDGR��H[LVWH�XQ�YDORU�GH�V�SDUD�HO�FXDO�OD�PHGLGD�s-dimen-
VLRQDO�GH�+DXVGRUII�SXHGH�VHU�XQ�YDORU�¿QLWR�D��HV�GHFLU��VL�VH�FXPSOH�HVWR�SDUD�XQ�
S�LJXDO�D�OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�GHO�FRQMXQWRܣ�; es decir S�ൌܦ�ሺܣሻ se tiene 
que:

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Si ݏܪ ሺܣሻ�QR�HV�¿QLWD��HV�GHFLUݏܪ��ሺܣሻ� ���HQWRQFHV�S ൏ܦ� ሺܣሻǡ como puede 
YHUVH�HQ�OD�HFXDFLyQ�������

= lim՜0
( ) = lim՜0 0 െ1 = λ

= σ݄( ) = σ = ( ) ( )

՜0 = ՜0
( ) ( )

= ( ) = λ     si    <  ( )
0       si     >  ( )

( ) =  lim՜0
( ) =

{

= lim՜0
( ) = lim՜0 0 െ1 = λ

= σ݄( ) = σ = ( ) ( )

՜0 = ՜0
( ) ( )

= ( ) = λ     si    <  ( )
0       si     >  ( )

( ) =  lim՜0
( ) =

{

= lim՜0
( ) = lim՜0 0 െ1 = λ

= σ݄( ) = σ = ( ) ( )

՜0 = ՜0
( ) ( )

= ( ) = λ     si    <  ( )
0       si     >  ( )

( ) =  lim՜0
( ) =

{

= lim՜0
( ) = lim՜0 0 െ1 = λ

= σ݄( ) = σ = ( ) ( )

՜0 = ՜0
( ) ( )

= ( ) = λ     si    <  ( )
0       si     >  ( )

( ) =  lim՜0
( ) =

{
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$�PRGR�GH�HMHPSOR�SXHGH�YHUVH�TXH� OD�PHGLGD�GH�XQD�FXUYD��VXSHU¿FLH�\�
YROXPHQ�¿QLWRV�VRQ�UHVSHFWLYDPHQWH�ORV�VLJXLHQWHV��/DUUD]�0RUD�������

                                                                                                        

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

3DUD�TXH�HVWDV�HFXDFLRQHV�WLHQGDQ�D�DTXHO�YDORU�¿QLWR�UHVSHFWLYR�WLHQH�TXH�
ser ܦ ൌ SǤ�'H� DKt� TXH�� REVHUYDQGR� ODV� HFXDFLRQHV� �������� VH� FRQFOX\H� TXH� HO�
H[SRQHQWH�GH�į es s = ��SDUD�XQD�FXUYD��s =���SDUD�XQD�VXSHU¿FLH�\�s = 3 para un 
YROXPHQ��HVWR�HV��OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�HVܦ� =���SDUD�XQD�FXUYD2 = ܦ�� para 
XQD�VXSHU¿FLH�\ܦ� =���SDUD�XQ�YROXPHQ��

0DQGHOEURW� ������� LGHy� XQ�PpWRGR� VHQFLOOR� SDUD� HVWLPDU� OD� GLPHQVLyQ� GH�
+DXVGRUII�%HVLFRYLWK�'�$��HV�HO�OODPDGR�FRQWHR�GH�FDMDV��$Vt��XQ�FRQMXQWR�SXHGH�
recubrirse con cuadrados de longitud į y este proceso puede realizarse para cua-
drados de diferentes longitudes įǤ�(O�Q~PHUR�GH�FXDGUDGRV�GH�GLIHUHQWH�WDPDxRߜ� 
QHFHVDULRV�SDUD�UHFXEULU�XQ�FRQMXQWR�YLHQH�GDGR�SRU�OD�H[SUHVLyQ�

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

'RQGH݆�ܿܦ���ሺܣሻ es la llamada dimensión por conteo de cajas y coincide apro-
[LPDGDPHQWH�FRQ�OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�%HVLFRYLWFK�

'H¿QLFLyQ�����

/D�DSUR[LPDFLyQ�SRU�FRQWHR�GH�FDMDV�GH� OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�SXHGH�
FRQVLGHUDUVH� FRPR�XQD� GH¿QLFLyQ� GH� GLPHQVLyQ� SRU� FRQWHR� GH� FDMDV� �WDPELpQ�
OODPDGD�GLPHQVLyQ�GH�FDMDV�\�DOJXQDV�YHFHV�GLPHQVLyQ�GH�FDSDFLGDG���(VWD�QXH-
va dimensión será denotada como:݆�ܿܦ���ሺܣሻ�TXH�VH�GH¿QLUi�FRPR�DTXHOOD�TXH�
satisfaga:

= lim՜0  ( )  =

= lim՜0  ( ) 2 = 0

= lim՜0  ( ) 3 = 0                         

( ) = െ  ( )

= lim՜0  ( )  =

= lim՜0  ( ) 2 = 0

= lim՜0  ( ) 3 = 0                         

( ) = െ  ( )
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����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

La cual evidentemente puede ser obtenida a partir de la pendiente que resulta 
GHO�JUi¿FR�OQ�ܰሺį)�YV��OQ�į, que es una recta con pendiente –D como fácilmente 
SXHGH�FRQVWDWDUVH�PHGLDQWH�OD�H[SUHVLyQ��������

������

&X\D�UHSUHVHQWDFLyQ�JUi¿FD�HV��SRU�OR�WDQWR��FRPR�OD�TXH�VHPXHVWUD�HQ�OD�)LJ������

)LJXUD������(O�JUi¿FR�GH�OQ�N ሺɁ�ሻ���Ǥ��n Ɂ�HV�XQD�UHFWD�FRQ�SHQGLHQWH��െDǤ
	�����ǣ�������������ሺ����������ǡ������Ǥǡ�ʹͲͳͶሻ

 

( ) =  െ ( )

ln ( ) =  ln( െ ( ))

ln ( ) =  ln  –  ( ) ln

0
0

ln ( )

ln

 

( ) =  െ ( )

ln ( ) =  ln( െ ( ))

ln ( ) =  ln  –  ( ) ln

0
0

ln ( )

ln

 

( ) =  െ ( )

ln ( ) =  ln( െ ( ))

ln ( ) =  ln  –  ( ) ln

0
0

ln ( )

ln
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3.1 Introducción

El desarrollo de la geometría y su aplicación a los objetos presentes en la 
naturaleza ha demostrado ser de fundamental importancia en varios campos de 
OD�FLHQFLD��$�HVWH�PLVPR�UHVSHFWR��0DQGHOEURW��HQ�XQ�JUDQ�Q~PHUR�GH�DUWtFXORV�
FLHQWt¿FRV��WUDWD�FRQ�OD�JHRPHWUtD�GH�PXFKRV�IHQyPHQRV�QDWXUDOHV��TXH�YDQ�GHVGH�
OD�HVFDOD�VXEDWyPLFD�KDVWD�OD�SODQHWDULD��(O�PLVPR�0DQGHOEURW��������IXH�TXLHQ�
introdujo la ahora denominada JHRPHWUtD�IUDFWDO�

0DQGHOEURW��XVDQGR�OD�JHRPHWUtD�IUDFWDO�\�DSR\DGR�HQ�DOJRULWPRV�DGHFXDGRV�
que han sido corridos en modernas computadoras, ha logrado construir hermosos 
SDLVDMHV��'H�DTXt�VH�GHGXFH�TXH�ORV�IUDFWDOHV�FDSWXUDQ�OD�HVHQFLD�GH�OD�VXSHU¿FLH�
WRSRJUi¿FD�GH�OD�7LHUUD��0DQGHOEURW�%��%���������

El término fractal fue tomado del latín fractus para describir objetos (reales 
\� DEVWUDFWRV�� FRQVLGHUDGRV� ³LUUHJXODUHV´�SRU� OD� JHRPHWUtD� WUDGLFLRQDO��$OJXQRV�
ejemplos son:

• SHU¿OHV�FRVWDQHURV
• DVSHULGDG�WRSRJUi¿FD
• ODV�ÀXFWXDFLRQHV�HQ�PHWHRURORJtD
• las oscilaciones en economía

$�¿Q�GH�GHVDUUROODU�OD�WHRUtD�EiVLFD�GH�OD�JHRPHWUtD�IUDFWDO��HQ�HVWH�FDStWXOR�VH�
GLVFXWHQ�FRQFHSWRV�UHODFLRQDGRV�D�VX�GH¿QLFLyQ��SURSLHGDGHV�\�KRPRWHFLD�

3.2 Definición de fractal

0DQGHOEURW��������RIUHFH�OD�VLJXLHQWH�GH¿QLFLyQ�WHQWDWLYD�GH�XQ�IUDFWDO�

'H¿QLFLyQ����

"Un conjunto ܣ VH�GLFH�TXH�HV�XQ�IUDFWDO�VL� OD�'LPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�HV�
HVWULFWDPHQWH�PD\RU�TXH�OD�'LPHQVLyQ�7RSROyJLFD���

<�0DQGHOEURW��������SURSRQH�QXHYDPHQWH�RWUD�GH¿QLFLyQ�GH�IUDFWDO�

3. CONJUNTOS FRACTALES
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'H¿QLFLyQ����

³8Q�IUDFWDO�HV�DOJR�KHFKR�GH�SDUWHV�VLPLODUHV�DO�WRGR´��

(VWD�~OWLPD�GH¿QLFLyQ�FRQWLHQH�XQD�FDUDFWHUtVWLFD�LPSRUWDQWH�GH�PXFKRV�RE-
jetos o fenómenos naturales, esto es que un fractal se ve lo mismo a cualquier 
HVFDOD��YHU�)LJ�������

�������)LJXUD������)RUPDFLyQ�GH�FULVWDOHV�GHWUtWLFRV�
)XHQWH��KWWSV���S[KHUH�FRP�HV�SKRWR�������

&DEH�VHxDODU�TXH�KDVWD�DKRUD�QR�H[LVWH�XQD�GH¿QLFLyQ�VDWLVIDFWRULD�\�TXH�VHD�
FRPSOHWDPHQWH�DFHSWDGD��\D�TXH�FDGD�XQD�GH�ODV�SURSXHVWDV�H[FOX\HQ�HOHPHQWRV�
FRQVLGHUDGRV�FRPR�IUDFWDOHV�SRU�RWUDV��$Vt��SRU�HMHPSOR��VL�FRQVLGHUDPRV�HO�HV-
pacio euclídeo con dimensión ݊ = 3 y una recta incluida en este espacio, con ܪܦ 
��� �ܶܦ�\��� �VHJ~Q�OD�SULPHUD�GH¿QLFLyQ�GH�ODV�DTXt�SURSXHVWDV��OD�UHFWD�QR�VHUtD�
un fractal, pero por la segunda sí lo es, pues la recta se ve la misma en cualquier 
HVFDOD�

3.3 Propiedades de los fractales
3.3.1 Intersección de fractales

/D�SURSLHGDG�GH�OD�LQWHUVHFFLyQ�GH�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV�HV�H[WUHPDGDPHQWH�LP-
SRUWDQWH��HVSHFLDOPHQWH�HQ�ODV�DSOLFDFLRQHV�SUiFWLFDV��$Vt��FRQVLGpUHVH�HO�SUREOHPD�
de determinar la intersección de dos conjuntos fractales E, F con dimensiones D(E���
y D(F���UHVSHFWLYDPHQWH�

�,QWURGX]FDPRV�DKRUD�OD�GH¿QLFLyQ�GH�FRGLPHQVLyQ��IUDFWDO�JHRPpWULFD��$GH-
más, denotemos en esta sección la dimensión fractal de un conjunto F como 
GLPܨ(F����YHU�GH¿QLFLyQ������
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'H¿QLFLyQ����

'DGRV�GRV�FRQMXQWRV�ERUHOLDQRV�X y ܨ ؿ ܺǡ�OD�FRGLPHQVLyQ��IUDFWDO��JHRPp-
trica, de F denotada como codܨሺܨሻ está dada por:

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

si la GLPܨ�ሺܺሻ�����

3DVHPRV�DKRUD�D�H[SUHVDU�HO�Q~PHUR�ܰߜሺܨሻ de hipercubos de lado�į que cu-
bren F, por medio de la dimensión fractal de F:

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

donde GLPܨ�ሺܨሻ ൌ �Ǥ

'H¿QLFLyQ����

������������������������������ǡܨ� � ǡܧ ���������� ��� ؿ�ܨ ܧ ؿ Թ݊ǡ���
�������GLPܨሺܧሻ ൌ Ǣܦ �� ������×� �� ���ܧ����� ��� ܨ ሺ����� �������įሻǡ����������
�ߜrܨ���� ሺܨሻǡ ���� ���� ���ǣ

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺ͵Ǥ͵ሻ

donde,�ܿ ൌ ܦ Ȃ�S�HV�OD�&2',0(16,Ï1��IUDFWDO��GH�F�

3DVHPRV�D�LQWHUSUHWDUܨ�rߜ ሺܨሻ como la probabilidad de que un punto escogido 
al azar de E pertenezca a F�

 Consideremos dos conjuntos fractales ܣ �  incluidos en E y estadísticamente ܤ
LQGHSHQGLHQWHV��SRGHPRV�D¿UPDU�TXH�OD�SUREDELOLGDG�GH�TXH�XQ�SXQWR�³HVFRJLGR�
al azar” de E pertenezca a ܣ ת ܤ es proporcional al producto de ܨrߜ �ሺ�ሻܨ�rߜ ሺ�ሻǤ

 

( ) ן െ

( ) ן  െ =

 

( ) ן െ

( ) ן  െ =

codF (F ) = ���F (X ) - ���F (F )
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&RQ�EDVH�HQ�HO� WUDEDMR�GH�6FKHUW]HU��'���/RYHMR\��6���	�+XEHUW��3����������
a continuación se estable el teorema de la intersección de conjuntos fractales 
�6FKHUW]HU��/RYHMR\��	�+XEHUW��������

7HRUHPD�������7HRUHPD�GH�OD�LQWHUVHFFLyQ�GH�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV�

'DGRV�GRV�FRQMXQWRV�IUDFWDOHVܣ� � ݊ Թ݊ (dondeؿܧ independientes �� en ܤ  ����
�����«��\�XVDQGR�OD�QRWDFLyQ�SUHFHGHQWH�VH�WLHQH�TXH�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

'HPRVWUDFLyQ

<D�TXH�

entonces:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Aplicando logaritmo en base�į�D�DPERV�PLHPEURV�GH�OD�HFXDFLyQ��������UHVXOWD�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

(VWR�VLJQL¿FD�TXH�ODV�FRGLPHQVLRQHV�VRQ�DGLWLYDV�EDMR�LQWHUVHFFLyQ��SHUR�HVWR�
solamente tiene sentido geométrico si codFሺܣ ת ሻܤ � �ܦ

(Q�HIHFWR�GH�������UHVXOWD�TXH�

 

( ת   ) =   { , ( ) +  ( )}     

 ( ת   ) =  ( )  ( )

( ת ) = ( )+ ( )

( ת   ) =  ( ) +  ( )    

( ת   ) =  ( )  െ  ( ת   )

 

( ת   ) =   { , ( ) +  ( )}     

 ( ת   ) =  ( )  ( )

( ת ) = ( )+ ( )

( ת   ) =  ( ) +  ( )    

( ת   ) =  ( )  െ  ( ת   )

 

( ת   ) =   { , ( ) +  ( )}     

 ( ת   ) =  ( )  ( )

( ת ) = ( )+ ( )

( ת   ) =  ( ) +  ( )    

( ת   ) =  ( )  െ  ( ת   )

���'RV�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV�A y B se dicen independientes si la probabilidad de
P (A ŀ�B� P (A��P (B��
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'H�DKt�TXH�VL�cod ܨሺܣ ת ሻܤ ܦ�ǡ entonces GLPFሺܣ ת �ሻ�����OR�FXDO�HV�FRUUHFWRܤ
�SRU�XQD�GH�ODV�SURSLHGDGHV�GH�OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII��SHUR�VL�codܨሺܣ �!��ܤת
D entonces GLPF ሺܣ ת ������XQ�YDORU�TXH�FDUHFH�GH�VHQWLGR�JHRPpWULFR���ܤ

Así para conjuntos fractales donde codܨሺܣ ת -ሻ > D implica que no se interܤ
VHFDQ��3RU�OR�WDQWR��SDUD�TXH�VH�Gp�OD�LQWHUVHFFLyQ�GH�GRV�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV�GHEH�
al menos cumplirse que GLPF ሺܣ ת ܨሻ� ���FRQ�OR�TXH�codܤ ሺܣ ת ��ܦ = ሻܤ

Así, combinando todos estos resultados se puede resumir en el teorema de la 
intersección:

3.3.1.2 Proyección de fractales
Considérese la proyección de un conjunto A��LQFOXLGR�HQ�DOJ~Q�HVSDFLR��SUR-

\HFWDGR�VREUH�XQ�VXEHVSDFLR���3DUD�FRQFUHWDU��FRQVLGpUHVH�XQD�PDQFKD�GH�QXEH�
SUR\HFWDGD�VREUH�OD�VXSHU¿FLH�GH�OD�7LHUUD��OD�SUR\HFFLyQ�HV�OD�VRPEUD�GH�OD�QXEH��
YpDVH�OD�)LJ���������6iQFKH]��$OIDUR��	�3pUH]�������

codF�ሺܣ ת ሻܤ Ȃܦ��ൌ Ȃ���F�ሺܣ ת ሻܤ

codF�ሺܣ ת ሻܤ ൌ���� ሼ�ǡ����F (A) + codF (B)}
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Rayos de luz

Nube

Sombra = Proyección

)LJXUD������3UR\HFFLyQ�GH�XQD�QXEH�

La proyección sobre un plano posee la dimensión ܦሺܣ) = min ሼܦሺܣሻǡ ʹሽ��
3DUD�SUREDU�HVWR��VH�GHEH�XWLOL]DU�SUHFLVDPHQWH�HO�WHRUHPD�GH�LQWHUVHFFLyQ�SDUD�
FDGD�UD\R�GH�OX]��6L�DOJ~Q�VXEFRQMXQWR�GH�OD�QXEH�WLHQHܦ� > 2, entonces de acuer-
do al teorema de la intersección, una intersección ocurrirá para todos los rayos 
que van hacia la correspondiente región, de ahí que 2 = �����ݏܦ implica que la 
VRPEUD�WLHQH�XQ�iUHD��,QYHUVDPHQWH��SDUD�FXDOTXLHU�VXEFRQMXQWR�GH�OD�QXEH�FRQ�'�
���, los rayos de luz generalmente no intersecarán; por lo que la dimensión de la 
SUR\HFFLyQ�VHUi�OD�PLVPD�GHO�FRQMXQWR�RULJLQDO��

$�HVWH�SXQWR�\�HQ�EDVH�D�VLPSOHV�REVHUYDFLRQHV��VH�SXHGH�FRQFOXLU�TXH�H[LV-
ten subconjuntos de nubes con ݊ܦ����!����SRU�HO�WHRUHPD�GH�LQWHUVHFFLyQ���HVWRV�
VXEFRQMXQWRV�GDUtDQ�OXJDU�D�ODV�VRPEUDV��

En general 

������

1yWHVH�TXH��HQ�QXEHV�UHDOHV��VH�GD�OD�P~OWLSOH�GLVSHUVLyQ�GH�OD�OX]��HO�FDPSR�
de radiación resultante no está trivialmente relacionado al campo de agua líquida 
FRQWHQLGR�HQ�OD�QXEH��(VWR�FRQOOHYD�D�TXH�QR�VH�GHGX]FDQ�GLUHFWDPHQWH�\�HQ�IRU-
ma completa las variaciones de la densidad de las nubes de agua a partir de los 
FDPSRV�GH�UDGLDFLyQ�DVRFLDGRV�

= min { (( )) , (de la proyección espacial)}

( 1۪ 2 ) =  ( 1) +  ( 2)
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3.3.2 Producto de fractales: adición de dimensiones
6HJ~Q�)DOFRQHU��.��VHDQ�ܵͳݕ� ܵ2 conjuntos incluidos en los espacios euclidia-

nos ԹP���Թ݊ǡ�UHVSHFWLYDPHQWH��
'HQRWHPRV�FRQ�ܵ ൌ ܵͳ۪ܵ2ؿ� ԹP ۪ؿ��Թ݊ el producto cartesiano de ܵͳݕ� ܵ2Ǥ 

6HJ~Q�)DOFRQHU��������VH�WLHQH�TXH��

                                                                                                                                 �����

3.4  Similitud y homotecia
Entre los fractales más simples se incluyen aquellos “intrínsecamente simé-

WULFRV´�FRQVWLWXLGRV�SRU�SDUWHV�VLPLODUHV�DO�FRQMXQWR�JOREDO��)HGHU���������

Nota: /D�DXWR�VLPLODULGDG�QR�HV�XQD�SURSLHGDG�VROR�GH�IUDFWDOHV�

'H¿QLFLyQ����

Un conjuntoܣ� ؿ Թ݊ se dice que es auto-Similar si es invariante�� respecto a 
WUDVODFLRQHV�\�KRPRWHFLD��

(MHPSOR��0RVWUHPRV�TXH�OD�UHFWD�HV�XQ�FRQMXQWR�DXWR�VLPLODU� 

3DUD�VHU�PiV�SUHFLVRV��FRQVLGHUHPRV�XQD�UHFWD�S incluida en el espacio tridi-
mensional que pasa por el punto ࢞� y con dirección܉�ǡ cuya ecuación está dada por:

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

donde, ܠ ൌ ሺݔͳǡ2ݔ�ǡݔ�͵ሻǡ܉� ൌ ሺ݀ͳǡ�݀2ǡ�݀͵)

Si se cambia la escala de longitud, multiplicando las componentes de cada 
punto x de la recta por r, entonces los puntos x se transforman en nuevos puntos࢞�Ԣ
= r࢞ ൌ ሺr࢞ͳǡ�r2࢞ǡ�r࢞) obteniéndose así un nuevo conjunto de puntos rS, dado por:

�� Un conjunto A�HV�LQYDULDQWH�VL�QR�FDPELD�DO�DSOLFDUOH�WUDQVIRUPDFLRQHV�JHRPpWULFDV�

= min { (( )) , (de la proyección espacial)}

( 1۪ 2 ) =  ( 1) +  ( 2)

 

 =   +   ,  െλ <  <  +λ 

Ԣ =  ( 0 + )

Ԣ = 0 + Ԣ  െ (1 െ ) 0



GEOMETRÍA FRACTAL 

48

͵ǤͳͲሻ
                                 
                                                                                                                              ��ሺ͵Ǥͳͳሻ

donde�െλ�൏ݐ�Ԣ ൏ λǡ ��� Ԣݐ ൌ�r ݐ
Si ahora se traslada el nuevo conjunto de puntos, rS, a la posición ሺͳ�െ�r)

�Ͳ se recobra el conjunto original de puntos S��(V�GHFLU�TXH�OD�OtQHD�HV�LQYDULDQWH࢞
EDMR�FDPELR�GH�HVFDOD�

Usando un análisis análogo al interior también se demuestra que la recta es 
invariante bajo traslaciones ܠ ՜ ܠ ݊܉�, con ݊�FXDOTXLHU�Q~PHUR�UHDO�

Así, por ejemplo, con estos argumentos se concluye que el plano y el espacio 
WULGLPHQVLRQDO�VRQ�LQYDULDEOHV�EDMR�WUDVODFLyQ�\�KRPRWHFLD�

2WURV�FRQMXQWRV�QR�FXPSOHQ�FRQ�HVWDV�IXHUWHV�VLPHWUtDV�GH�WUDVODFLyQ�H�LQYD-
ULDQ]D�GH�HVFDOD��3RU�HMHPSOR��HO�FtUFXOR�QR�HV�LQYDULDQWH�EDMR�WUDVODFLRQHV�R�EDMR�
FDPELR�GH�HVFDOD��SHUR�VL�HV�LQYDULDQWH�EDMR�URWDFLRQHV�DOUHGHGRU�GH�VX�FHQWUR��

3.4.1 Dimensión de similaridad
8Q�VHJPHQWR�¿QLWR�S de una recta no es invariante bajo homotecia, ya que 

WUDVODGiQGROH�VLHPSUH�UHVXOWD�XQ�QXHYR�FRQMXQWR�GH�SXQWRV��6LQ�HPEDUJR��VL�VH�
cambia la longitud por un factor de escala r������VH�JHQHUD�XQ�QXHYR�FRQMXQWR�GH�
puntos ܵԢ ൌ rܵ�TXH�HV�XQ�VHJPHQWR�GH�UHFWD�PiV�SHTXHxR��HV�GHFLU�GH�GLiPHWUR�
PiV�SHTXHxR���(VWH�VHJPHQWR�SXHGH�VHU�WUDVODGDGR�SDUD�FXEULU�SDUWH�GHO�VHJPHQ-
to original S, el cual para ser cubierto totalmente requiere de N VHJPHQWRV�6ƍ��
En este caso se dice que el conjunto S es auto-similar con respecto al factor de 
escala U�

3RU� HMHPSOR�� SDUD� XQ� VHJPHQWR� GH� ORQJLWXG� XQLWDULD� SRGHPRV� HVFRJHU�
rሺܰሻ ൌ ͳȀܰǡ con N cualquier entero; para un rectángulo podemos escoger 

 r ሺܰሻ ൌ ሺͳΤܰሻͳΤʹ�Ǥ Similarmente para un cubo escogemos r ሺܰሻ ൌ ሺͳΤܰሻͳΤ͵Ǥ 
(Q�JHQHUDO��HO�IDFWRU�GH�HVFDOD�VH�H[SUHVD�SRU�

 

 =   +   ,  െλ <  <  +λ 

Ԣ =  ( 0 + )

Ԣ = 0 + Ԣ  െ (1 െ ) 0
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�������

3RU�OR�TXHݏܦ��ǡ�FRQRFLGD�FRPR�GLPHQVLyQ�GH�VLPLODULGDG��YDOH������\����SDUD�
VHJPHQWRV��UHFWiQJXORV�\�FXERV��UHVSHFWLYDPHQWH�

'H¿QLFLyQ����

Sea ܣ ؿ Թ݊ , la dimensión de similaridad del conjunto ܣ, denotada como ݏܦǡ 
VH�GH¿QH�FRPR�

���ሺ͵Ǥͳ͵ሻ

donde r(N) es el factor de escala y N�HV�FXDOTXLHU�Q~PHUR�HQWHUR��
El factor de escala r(N) y N de un conjunto autosimilar no están unívoca-

mente determinados porݏܦ� ǡ�\D�TXH�VH�YHUL¿FD�TXH�FRQMXQWRV�FRQ�SDUiPHWURV�ሺܨǡ
ܰሻ ݕ ሺr ݊ǡ�ܰ ݊)�WLHQHQ�OD�PLVPD�GLPHQVLyQ�GH�VLPLODULGDG�

&RPSDUDQGR�ODV�HFXDFLRQHV��������\��������VH�YH�TXH�DO�WRPDU�XQ�į = r ሺܰሻ 
UHVXOWD�TXH�OD�GLPHQVLyQ�IUDFWDO�FRLQFLGH�FRQ�OD�GLPHQVLyQ�GH�VLPLODULGDG��3RU�
VXSXHVWR�HVWR�VHUi�FLHUWR�VROR�SDUD�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV�DXWRVLPLODUHV�

3RU�OR�H[SXHVWR�DQWHULRUPHQWH��SDUD�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV�DXWRVLPLODUHV��OD�GL-
mensión de similaridad al igual que la dimensión fractal, mide la capacidad que 
WLHQH�XQ�FRQMXQWR�GH�OOHQDU�HO�HVSDFLR�GRQGH�HVWi�LQFOXLGR�

Ejemplo:

(O�FXDGUDGR�GH�ODGR���HV�XQ�IUDFWDO�DXWRVHPHMDQWH�IRUPDGR�SRU�ܰ = 4 copias 
suyas a escala r  ������/D�GLPHQVLyQ�GH�VLPLODULGDG�GH�XQ�FXDGUDGR�HV���FRPR�VH�
puede ver a continuación:

 

( ) = 1
1

= െ ln
ln ( )                     

( )

 

( ) = 1
1

= െ ln
ln ( )                     

( )
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= െ ln
  ln ( )

= െ ln 4
ln0.5  

= 2

 (  ) =   ( )                      

)LJXUD������&XDGUDGR�GH�ODGR���

(O�FXDGUDGR�GH�ODGR���HV�XQ�IUDFWDO�DXWRVHPHMDQWH�IRUPDGR�SRU�ܰൌ Ͷ copias 
de sí mismo a una escala r�ൌ�ͲǤͷǤ 

$�PHQXGR�UHVXOWD�~WLO�HO�VLJXLHQWH�SXQWR�GH�YLVWD�DFHUFD�GH�OD�LQYDULDQ]D�GH�HVFDOD�

'H¿QLFLyQ����

Las funciones que satisfacen la relación de homogeneidad:

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

para todos los valores positivos del factor de escala Ȝ, se dice que son fun-
FLRQHV�GH�KRPRWHFLD��

7HRUHPD����
Sea ܣ ؿ Թ݊�����݊ ൌ ͳǡ ʹǡǥǡ ɉ  ͳ �� ܣܦ�ߣ� ൌ ሼݔ�ܦߣΤݔ ሽܣ�א
entonces:

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

 

= െ ln
  ln ( )

= െ ln 4
ln0.5  

= 2

 (  ) =   ( )                      

 

( െ1 ) =  െ ( )

െ1  
െ1
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dondeߣ�െͳܣ representa una reducción del conjunto ܣ SRU�XQ�IDFWRU��YHU�)LJ�������

)LJXUD������5HGXFFLyQ�GHO�FRQMXQWR�$�SRU�XQ�IDFWRU�Ȝ�

'HPRVWUDFLyQ�

Sean:

el į-recubrimiento del conjunto ܣ
ܣ la reducción del conjunto ܣ�െͳߣ por un factor�Ȝ

el įƍ�UHFXEULPLHQWR�GHߣ�െͳܣ�

 

( െ1 ) =  െ ( )

െ1  
െ1

 

ɁԢ =  െ1Ɂ          

Ԣ =  െ1

െ1 ( െ1 ) = inf
Ԣ

ɁԢ   

                               =  െ  inf{ }

{ } { }
{ }G 

                   =  െ
G ( )

lim
G o 0 െ1 ( െ1 ) = lim

G o 0
െ

G ( )

( െ1 )  =  െ ( )

σ

σ
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entonces aplicando el límite cuando į�ĺ��

se sigue que:

'H�HVWH�WHRUHPD�VH�FRQFOX\H�TXHݏܪ� es una función de homotecia con Į�= �Ǥ

3.5 La curva triádica de koch
(VWD�FXUYD��YHU�)LJ�������VH�LQWURGXFH�FRPR�XQ�HMHPSOR�GH�OD�GHWHUPLQDFLyQ�

GH�OD�GLPHQVLyQ�IUDFWDO�

/D�FRQVWUXFFLyQ�GH�OD�FXUYD�GH�.RFK�LQLFLD�FRQ�XQ�VHJPHQWR�GH�UHFWD�XQLWDULR�
de longitud ܮሺͳሻ ൌ ͳ, con į� ����$�HVWH�VHJPHQWR�OR�GHQRPLQDUHPRV�LQLFLDGRU��
(O�LQLFLDGRU�HV�OD���DYD�JHQHUDFLyQ�GH�OD�FXUYD�GH�.RFK��3DUD�FRQVWUXLU�OD�FXUYD�
GH�.RFK�VH�SURFHGH�D�UHHPSOD]DU�HO�LQLFLDGRU�SRU�HO�JHQHUDGRU��PRVWUDGR�FRPR�OD�
curva marcada con ݊ ൌͳ�GH�OD�)LJ�������OD�FXDO�HV�XQD�FXUYD�FRQ�FXDWUR�VHJPHQWRV�
GH�UHFWD�FDGD�XQR�GH�ORQJLWXG������/D�ORQJLWXG�GH�OD�FXUYD�HV�DKRUDܮ�ሺͳ /͵ሻ�ൌ�ͶȀ͵�
con į�ൌ�ͳȀ͵Ǥ

La siguiente generación se obtiene reemplazando cada segmento de línea por 
XQD�YHUVLyQ�GHO�JHQHUDGRU�HQ�PHQRU�HVFDOD��3RU�OR�WDQWR��OD�VHJXQGD�JHQHUDFLyQ�
consiste en una curva con ܰൌ Ͷ2�ൌ�ͳ segmentos cada uno de longitud į = 3í� = 
�����\�OD�ORQJLWXG�GH�HVWD�FXUYD�HVܮ�ሺͳȀͻሻ ൌ ሺͶȀ͵ሻ2�ൌ�ͳȀͻǤ

Análogamente, si se aplica un generador reducido a todos los segmentos de la 
FXUYD�VH�REWLHQH�XQD�QXHYD�JHQHUDFLyQ��7DO�FXUYD�HV�OODPDGD SUHIUDFWDO�

 

ɁԢ =  െ1Ɂ          

Ԣ =  െ1

െ1 ( െ1 ) = inf
Ԣ

ɁԢ   

                               =  െ  inf{ }

{ } { }
{ }G 

                   =  െ
G ( )

lim
G o 0 െ1 ( െ1 ) = lim

G o 0
െ

G ( )

( െ1 )  =  െ ( )

σ

σ
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)LJXUD������&RQVWUXFFLyQ�GH�OD�FXUYD�WUtDGLFD�GH�.RFK�

<D�TXH�QXHVWUR�SURSyVLWR�HV�HQFRQWUDU�OD�GLPHQVLyQ�IUDFWDO�GH�HVWD�FXUYD�FR-
PHQFHPRV�FDOFXODQGR�OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�GH¿QLGD�HQ�OD�HFXDFLyQ��������
de la siguiente manera: en la Q�DYD generación tenemos ܰሺįሻ�ൌ�Ͷ݊ segmentos 
cada uno de longitud į�ൌ�͵െ݊, la longitud de la�Q�DYD generación prefractal está 
dada por ܮሺįሻ�ൌ�ሺͶȀ͵ሻ݊Ǥ�

$Vt�OD�PHGLGD�GH�+DXVGRUII�UHVXOWD�VHU�LJXDO�D�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

La misma que diverge o tiende a cero a medida que�į decrece, a menos que 
se escoja s ൌܦ�Ǥ ���VHJ~Q�HO�į - recubrimiento tomado, resulta que:

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5

G |σ G 
=1 = (G)G = 4 3െ

 (G)  =  G െ

4 = (3െ )െ 

4 = 3

e ln4 = ln3

ln4 = ln3

ln4 = ln3

ln4=Dln3

= ln 4
ln 3

 (ɉ ) =  D ( )
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entonces:

��������

donde '� �GLPHQVLyQ�IUDFWDO�GH�OD�FXUYD�GH�.RFK��

<D�TXH�OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�H[FHGH�HVWULFWDPHQWH�OD�GLPHQVLyQ�WRSROy-
gica (ܶܦ�ൌ�ͳ���GH�OD�FXUYD�GH�.RFK��VH�FRQFOX\H�TXH�HVWD�FXUYD�HV�XQ�IUDFWDO�FRQ�
dimensión fractalܦ� ൎ ������

$SOLFDQGR�OD�GH¿QLFLyQ�����D�OD�FXUYD�GH�.RFK��UHVXOWD�TXH�

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

FRQ�Į�ൌ�ͳݕ� ߣ ൌ�ሺͳȀ͵ሻ݊Ǥ

G |σ G 
=1 = (G)G = 4 3െ

 (G)  =  G െ

4 = (3െ )െ 

4 = 3

e ln4 = ln3

ln4 = ln3

ln4 = ln3

ln4=Dln3

= ln 4
ln 3

 (ɉ ) =  D ( )
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3.6 El conjunto triádico de cantor
El conjunto triádico de Cantor genera muchas propiedades y características 

LPSRUWDQWHV�GH�ORV�IUDFWDOHV��&RPR�VH�PXHVWUD�HQ�OD�)LJ�������HO�LQLFLDGRU�HV�HO�
LQWHUYDOR�XQLWDULR�>���@��HO�JHQHUDGRU�GLYLGH�HO�LQWHUYDOR�HQ�WUHV�SDUWHV�LJXDOHV�\�
ERUUD�OD�SDUWH�GH�OD�PLWDG�GHMDQGR�VXV�SXQWRV�H[WUHPRV��(O�JHQHUDGRU�HV�DSOLFDGR�
RWUD�YH]�D�FDGD�XQD�GH�ODV�GRV�SDUWHV��(VWH�SURFHGLPLHQWR�VH�UHSLWH� LQGH¿QLGD-
PHQWH��FRQ�OR�TXH�VH�JHQHUDQ�UiSLGDPHQWH�VHJPHQWRV�GH�RWUD�ORQJLWXG��/D�¿JXUD�
PXHVWUD�OD�FRQVWUXFFLyQ�GH�ODV�SULPHUDV�FLQFR�JHQHUDFLRQHV���5XELDQR��������

)LJXUD������&RQVWUXFFLyQ�GHO�FRQMXQWR�WULiGLFR�GH�&DQWRU�
)XHQWH���0DQGHOEURW�%��%��������

'HVSXpV� GH� XQ� Q~PHUR� LQ¿QLWR� GH� JHQHUDFLRQHV�� OR� TXH� SHUPDQHFH� HV� XQ�
Q~PHUR�LQ¿QLWR�GH�SXQWRV�GLVSHUVRV�VREUH�HO�LQWHUYDOR��D�ORV�FXDOHV�VH�OHV�VXHOH�
OODPDU�SROYR�GH�&DQWRU���0DQGHOEURW�%��%��������

(Q�OR�TXH�VLJXH�VH�HYDO~DQ�YDULDV�GH�ODV�GLPHQVLRQHV�LQWURGXFLGDV�HQ�ODV�VHF-
FLRQHV�SUHFHGHQWHV�SDUD�HO�FRQMXQWR�GH�&DQWRU��

&RPHQFHPRV�FDOFXODQGR�OD�GLPHQVLyQ�GH�+DXVGRUII�GH¿QLGD�HQ�OD�HFXDFLyQ�
��������HQ�OD�Q�DYD�JHQHUDFLyQ�WHQHPRV�ܰሺį) = 2݊ segmentos cada uno de longi-
tud l݅�ൌ�ሺͳȀ͵ሻ݊ǡ������݅ ൌ ͳǡǥǡ ܰሺįሻǢ de ahí que es posible cubrir completamente 
el conjunto triádico de Cantor con segmentos de longitud į = l݅ Ǥ Así la medida de 
+DXVGRUII�UHVXOWD�VHU�LJXDO�D�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

 

G |σ G 
=1 = (G)G = 2 (1/3)

G െ G =  2 (1/3)

=  െ  ln ( G)
ln G

= െ  ln 2
ln(1 3Τ )

=     ln 2
ln 3 ൎ  0.633

= ln 2
ln 3 ൎ 0.633
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La misma que diverge o tiende a cero a medida que į decrece, a menos que 
se escoja s ൌܦ�Ǥ�<��VHJ~Q�HO�į - recubrimiento tomado, resulta que ܰሺį) = į െܦ, 
entonces:

 

   

���������

<D�TXH�OD�GLPHQVLyQ�WRSROyJLFD�GHO�FRQMXQWR�GH�&DQWRU�HVܶܦ��ൌ�Ͳ con ܶܦ�൏ܦ� 
se concluye que el conjunto triádico de Cantor es un fractal con dimensión 

ܦ ൌ������������§��������
3DUD�KDOODU�OD�GLPHQVLyQ�GH�VLPLODULGDG�VH�SXHGH�FRQVLGHUDU�TXH��FDPELDQGR�OD�
escala de longitud por un factor r�ൌ�ͳȀ͵, se requieren ܰൌ ͵ segmentos para cu-
EULU�HO�VHJPHQWR�RULJLQDO��HQWRQFHV�OD�GLPHQVLyQ�GH�VLPLODULGDG�VHJ~Q�OD�HFXDFLyQ�
�������HV�

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Como se observa la dimensión de similaridad coincide con la dimensión 
IUDFWDO�SDUD�HO�FRQMXQWR�WULiGLFR�GH�&DQWRU��'H�HVWR�VH�FRQFOX\H�TXH�HO�FRQMXQWR�
triádico de Cantor es DXWRVLPLODU��

A continuación, se analiza el caso en que los segmentos de la curva triádica 
GH�&DQWRU�GH�OD�)LJ������QR�VRQ�GH�OD�PLVPD�ORQJLWXG��3DUD�HOOR�FRQVLGpUHVH�OD�
)LJ������GRQGH�VH�PXHVWUD�OD�EDUUD�GH�&DQWRU�TXH�UHVXOWD�FXDQGR�HO�VHJPHQWR�GH�
la izquierda tiene longitud l� = ¼, y el otro tiene longitud l2� �����

 

G |σ G 
=1 = (G)G = 2 (1/3)

G െ G =  2 (1/3)

=  െ  ln ( G)
ln G

= െ  ln 2
ln(1 3Τ )

=     ln 2
ln 3 ൎ  0.633

= ln 2
ln 3 ൎ 0.633ln 2

ln 3

 

= െ ln
ln(1 )Τ = ln 2

ln 3 ൎ 0.633                    

1 = (1 4) ,

2= = (2 5)
( ) = !

!( െ )! 1 2െ   
/

/
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Evaluemos la dimensión de este conjunto de Cantor S:

En la Q�DYD generación hay ܰ ൌ ʹ݊� VHJPHQWRV��HO� VHJPHQWR�PiV�SHTXHxR�
WLHQH�XQ�ORQJLWXG��������������������\�HO�PiV�JUDQGH�XQ�ORQJLWXG������������������������*HQHUD-
lizando, se encuentra que hay                             segmentos con longitud             , 

con k  ���������«��݊; cuya medida +     está dada por:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

)LJXUD������&RQVWUXFFLyQ�GH�XQD�EDUUD�GH�&DQWRU�FRQ�GRV�IDFWRUHV�GH�HVFDOD�\�FRQ�lͳ = 
ͳΤͶ���l2�ൌ�ʹΤͷǤ La dimensión fractal de este conjunto de Cantor es Dൌ�ͲǤ�ͳͳͲǤ

<D�TXH�Q�VH�LQFUHPHQWD�DO�LQ¿QLWR�D�PHGLGD�TXH�OD�ORQJLWXG�GH�HVFDOD�

į=     tiende a cero, resulta que ܪɁ�SHUPDQHFH�¿QLWD�VL�\�VROR�VL�s�ൌܦ, donde D 
satisface la ecuación:

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

3RU�HMHPSOR��XQD�VROXFLyQ�QXPpULFD�GH�HVWD�HFXDFLyQ�FRQ�lͳ = ͳ/Ͷ���l2�ൌ�ʹȀͷǡ����
ܦ ൎ ͲǤͳͳͲǤ

 

G =  σ =1 = σ =0 1 2
( െ ) = (( 1+ 2))   

( 1 + 2 ) = 1                   

 

G =  σ =1 = σ =0 1 2
( െ ) = (( 1+ 2))   
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4. TEORÍA MULTIFRACTAL

4.1 Introducción
/RV�PXOWLIUDFWDOHV�IXHURQ�LQWURGXFLGRV�SRU�0DQGHOEURW��������������\�SRVWH-

ULRUPHQWH�HO�LQWHUpV�SRU�HVWRV�HPSH]y�FRQ�ORV�WUDEDMRV�KHFKRV�SRU�*UDVVEHUJHU�\�
3URFDFFLD���������

(Q�OD�OLWHUDWXUD�HV�SRVLEOH�HQFRQWUDU�XQ�FRQVLGHUDEOH�Q~PHUR�GH�DSUR[LPDFLR-
QHV�D�OD�GH¿QLFLyQ�GH�PXOWLIUDFWDOHV��SHUR�DO�LJXDO�TXH�HQ�ORV�IUDFWDOHV�QR�H[LVWH�
KDVWD�DKRUD�XQD�GH¿QLFLyQ�SUHFLVD��(Q�OD�SUHVHQWH�H[SRVLFLyQ�VH�HVWXGLDUiQ�GHVGH�
XQ�SXQWR�GH�YLVWD�JHRPpWULFR�

Con la utilización de los multifractales podemos describir de mejor manera 
ODV�REVHUYDFLRQHV�H[SHULPHQWDOHV�TXH�FRQ�XQ�VLPSOH�PRGHOR�WHyULFR�

4.2 Medidas multifractales
/DV�PHGLGDV�PXOWLIUDFWDOHV�VH�UH¿HUHQ�DO�HVWXGLR�GH�XQD�GLVWULEXFLyQ�GH�FDQ-

WLGDGHV�ItVLFDV�X�RWUR�WLSR�GH�FDQWLGDGHV�VREUH�XQ�VRSRUWH�JHRPpWULFR��7DO�VRSRUWH�
SXHGH�VHU�XQ�SODQR�RUGLQDULR��OD�VXSHU¿FLH�GH�XQD�HVIHUD�R�YROXPHQ��R�VHU�XQ�IUDF-
WDO��$�PRGR�GH�HMHPSOR�VH�SRGUtD�FRQVLGHUDU�OD�SREODFLyQ�KXPDQD�GLVWULEXLGD�VR-
EUH�OD�VXSHU¿FLH�WHUUHVWUH��OD�GLVWULEXFLyQ�GH�OD�GLVLSDFLyQ�GH�HQHUJtD�HQ�HO�HVSDFLR�
R�OD�GLVWULEXFLyQ�GH�LPSXUH]DV�VREUH�H�LQWHUQDPHQWH�D�OD�VXSHU¿FLH�GH�XQD�ERWHOOD��

La idea de que una medida multifractal pueda representarse en términos de 
PHGLGDV�GH�VXEFRQMXQWRV�IUDFWDOHV�LQWHUUHODFLRQDGRV�TXH�WLHQHQ�GLIHUHQWHV�H[SR-
nentes de homotecia abre un nuevo dominio para las aplicaciones de la geometría 
IUDFWDO�D�VLVWHPDV�ItVLFRV��0RQWHUR�3DVFXDO��������

4.3 El proceso de compactación
&RQVLGpUHVH�XQD�SRUFLyQ�GH�DOJ~Q�PDWHULDO�HQ�IRUPD�GH�EDUUD�UHFWDQJXODU��TXH�

tiene una densidad ߩ�ൌ�ͳ�y una longitud l�ൌ�ͳ, por lo tanto la masa será ߤͲ�ൌ�ͳ��
3URFpGDVH�DKRUD�D�FRUWDU�OD�EDUUD�HQ�GRV�PLWDGHV�GH�LJXDO�PDVDߤ�ͳ�ൌ2ߤ� = ½ y a 
martillar cada una de ellas de modo que la longitud de cada parte se vuelva lͳ = 
ͳȀ͵��0HGLDQWH�HVWH�SURFHGLPLHQWR�OD�GHQVLGDG�VH�LQFUHPHQWD�Dߩ�ͳ�ൌߤ�ͳ/lͳ�ൌ�͵ȀʹǤ 
0DQGHOEURW��������OODPy�D�HVWH�SURFHVR�FRPSDFWDFLyQ��FXUGOLQJ���\D�TXH�XQD�
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distribución de masa originalmente uniforme se concentra en muchas peque-
xDV�UHJLRQHV�FRQ�XQD�PX\�DOWD�GHQVLGDG�

�5HSLWLHQGR�HVWH�SURFHGLPLHQWR�VH�HQFXHQWUD�TXH�OD�Q�DYD�JHQHUDFLyQ�FRQVWD�
de�ܰ ൌ ʹ݊�EDUUDV�SHTXHxDV��FDGD�XQD�FRQ�ORQJLWXG lͳ�ൌ�͵െ݊ y masa 2 = ݅ߤെ݊Ǣ por 
lo tanto la densidad es ݅ߩ�ൌ݅ߤ�/l݅ൌ�ሺ͵Ȁʹሻ݊ para i  ����«��1��1yWHVH�TXH�HO�SURFHVR�
conserva la masa, esto es:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

'H�DTXt�TXH�OD�PDVD�GH�XQ�VHJPHQWR�GH�ORQJLWXG�l݅< į está dado por:

                                                                                                                  
�����

donde Į�HV�XQD�FRQVWDQWH�GHQRPLQDGD�H[SRQHQWH�GH�KRPRWHFLD��OD�FXDO�SDUD�
OD�EDUUD�FRQVLGHUDGD��YHU�OD�)LJ�������IiFLOPHQWH�SXHGH�GHWHUPLQDUVH�TXH�HV�LJXDO�
a Į = 

)LJXUD������/D�EDUUD�WULiGLFD�GH�&DQWRU��
$GDSWDGR�GH��0DFHN�������

=1
= 1                      σ

 

=  D

D =  ln 2
ln 3

= = 0 Dെ1Τ              

ln 2
ln 3
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La densidad de cada una de las piezas es, por lo tanto, igual a:

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

La cual diverge cuando l݅՜�Ͳ��(O�H[SRQHQWH�Į�FRQWUROD�OD�VLQJXODULGDG�GH�OD�
densidad y puede también ser llamado H[SRQHQWH�GH�VLQJXODULGDG��

'H�������VH�YH�TXH�D�PHGLGD�TXH�OD�ORQJLWXG�GH�ODV�EDUUDV�YD�GLVPLQX\HQGR��
HVWDV�YDQ�KDFLpQGRVH�FDGD�YH]�GH�PD\RU�GHQVLGDG��(Q�OD�¿J�����VH�KD�JUD¿FDGR�
una versión del conjunto triádico de Cantor en la cual la altura de cada segmento 
HVWi�GHWHUPLQDGD�SRU�OD�GHQVLGDG��1yWHVH�TXH�HVWD�PRGL¿FDFLyQ�HQ�OD�FRQVWUXF-
FLyQ�GH�&DQWRU�QHFHVLWD�GHO�H[SRQHQWH�GH�KRPRWHFLD�SDUD�GHVFULELU�HO�PRGR�HQ�
TXH�OD�DOWXUD�GH�ODV�EDUUDV�VH�LQFUHPHQWD�D�PHGLGD�TXH�HO�ODUJR�GLVPLQX\H��

3RU�VXSXHVWR��HQ�OXJDU�GH�FRQVLGHUDU�HO�SDUiPHWUR�GHQVLGDG��SRGUtD�FRQVLGH-
UDUVH�FXDOTXLHU�RWUD�YDULDEOH�ItVLFD�FRPR�PRPHQWR�PDJQpWLFR��YRUWLFLGDG��HWF�

 Una interesante construcción es la escalera del diablo que puede ser obteni-
GD�D�SDUWLU�GH�OD�EDUUD�GH�&DQWRU��3DUD�HOOR�FROyTXHVH�HO�RULJHQ�GH�XQ�VLVWHPD�GH�
FRRUGHQDGDV�HQ�OD�SDUWH�L]TXLHUGD�GH�OD�EDUUD�PRVWUDGD�HQ�OD�)LJ�������FRQ�HO�¿Q�
de encontrar la masa ܯሺݔሻ FRQWHQLGD�HQ�HO�VHJPHQWR�>ݔ���@�GRQGHݔ� es cualquier 
SXQWR�GHO�LQWHUYDOR�>���@��OD�FXDO�IRUPDOPHQWH�SXHGH�VHU�HVFULWD�FRPR�

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Donde:

ሻൌݔሺߩ GHQVLGDG�� VLHQGR�FHUR�HQ� ODV�DEHUWXUDV�H� LQ¿QLWR�HQ� WRGR�HO� LQ¿QLWR�
Q~PHUR�GH�SXQWRV�TXH�FRQVWLWX\H�HO�FRQMXQWR�GH�&DQWRU��

ߤ݀ ൌ�HOHPHQWR�GLIHUHQFLDO�GH�PDVD��
'H�DTXt�TXH� OD�PDVDܯ�ሺݔሻ permanece constante en los intervalos que co-

UUHVSRQGHQ�D�ODV�DEHUWXUDV��OR�FXDO�SXHGH�REVHUYDUVH�HQ�XQ�JUi¿FR�GHܯ�ሺݔሻ ��Ǥ  ǡݔ
FRPR�VH�PXHVWUD�HQ�OD�)LJ������

 

=  D

D =  ln 2
ln 3

= = 0 Dെ1Τ              

 

( ) = ( ) =
00 
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)LJXUD������/D�PDVD�GH�OD�EDUUD�WULiGLFD�GH�&DQWRU�FRPR�IXQFLyQ�GH�OD�SRVLFLyQ�D�OR�
ODUJR�GHO�LQWHUYDOR�>���@

)XHQWH���0DQGHOEURW�%��%��������

 4.4 El proceso multiplicativo binomial
/RV�SURFHVRV�PXOWLSOLFDWLYRV� UHSUHVHQWDQ�XQ�~WLO� LQVWUXPHQWR�GH�DQiOLVLV�\�

simulación, ya sea desde el punto de vista teórico o desde el punto de vista apli-
FDWLYR���

Las poblaciones o distribuciones generadas por un proceso multiplicativo 
tienen muchas aplicaciones y la ventaja de que estas distribuciones pueden ser 
IiFLOPHQWH�DQDOL]DGDV�

�� Una sucesión ሼא݊{݊ݔ 1 se denomina proceso multiplicativo si ݊ݔͳ�ൌ�߱݊݊ݔǡ donde los 
factores multiplicativos�߱݅�HVWiQ�LGpQWLFDPHQWH�GLVWULEXLGRV�
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Sea la población consistente de ࣨ miembros distribuidos sobre el segmen-
to ܵ ൌ ሾͲǡͳሿǤ�3DUD�FDUDFWHUL]DU�HVWD�GLVWULEXFLyQ�GLYtGDVH�HVWH�VHJPHQWR�HQ�SLH-
]DV��FHOGDV��GH�ORQJLWXG į = 2െ݊, de modo que para cubrir ܵ sean necesarias ܰ
= 2݊�FHOGDV��$TXt�݊�HV�HO�Q~PHUR�GH�JHQHUDFLRQHV�HQ�OD�VXEGLYLVLyQ�ELQDULD�GHO�
VHJPHQWR�

/D�GLVWULEXFLyQ�GH�OD�SREODFLyQ�VREUH�HO�VHJPHQWR�VH�HVSHFL¿FD��D�OD�UHVROX-
ción į��SRU�HO�Q~PHUR�GH�PLHPEURV�GH�OD�SREODFLyQ�HQ�OD�i-ava�FHOGD��/D�IUDFFLyQ�
de miembros de la población total en la celda i es:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

la misma que constituye una conveniente medida del contenido de la celda i�

1RWD��(Q�JHQHUDO�HO�Q~PHUR�GH�PLHPEURV�HQ�FDGD�FHOGD�QR�HV�HO�PLVPR�

 El conjunto 0, dado por:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

da una completa descripción de la distribución de la población a la resolución 
į��/D�PHGLGDܯ�ሺࣦሻ de una parte o subregión ࣦ del segmento S es:

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

*HQHUDOPHQWH�HO�FRQRFLPLHQWR�GH�HVWRV�SDUiPHWURV�HV�VX¿FLHQWH�SDUD�GHVFUL-
bir la distribución de una población; sin embargo, si ࣧ tiene una propiedad de 
KRPRWHFLD�HQWRQFHV�VH�SXHGH�GHFLU�PXFKR�PiV�DFHUFD�GH�OD�PLVPD�

Así, en particular considérese el proceso multiplicativo que genera una medi-
da en el intervalo unitario ܵ  �>����@��3ULPHUR�GLYLGDPRV�S en dos partes iguales, 
cada una de longitud 2í���/D�PHGLD�PLWDG�L]TXLHUGD�FRQVWD�GH�XQD�IUDFFLyQ�S de 

=

ࣧ =  { } =0
െ1,

=

ࣧ =  { } =0
െ1,

 

(ࣦ) =      

( ) = =  !
( )( ) ! [(1 െ ) ]

[ ][ ]
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= 0 1
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la población y por lo tanto tiene medidaߤ�Ͳ�ൌ�; y la media mitad derecha está 
dada por la fracción restante, es decirߤ�ͳ�ൌ�ͳ�í��6�L�VH�YXHOYH�LQGH¿QLGDPHQWH�D�
hacer nuevas subdivisiones, resulta que en la n-ava generación hay ܰൌ ʹ݊ celdas 
etiquetadas con índices ݅ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǡǥǡ ܰ െ�ͳ�

Siempre y cuando el conjunto ܯ�SRVHD�OD�SURSLHGDG�GH�KRPRWHFLD��5RGUt-
JXH]�,WXUEH�\�5LQDOGR��������GHPRVWUDURQ�SRU�LQGXFFLyQ�TXH�HQ�OD�Q-ava gene-
UDFLyQ�H[LVWHQ�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

celdas que poseen la misma medidaߦߤ���$TXt�ȟ�  ݇/݊ con:

݇ ൌ Ͳǡ ͳǡǥǡ ݊ �

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺͶǤͻሻ

����À����Ǧ�����������������ሺͳͻͻሻ������±������ϐ����������ǣ

                                                                                                                                           

En la Q-ava generación, los ܰ݊ሺߦሻ segmentos se generan con longitudes 
 Ǥ Estosߦߤ 2െ݊, donde, por construcción, todos tienen la misma medida = ݊ߜ
segmentos forman un subconjunto ܵ݊ሺߦሻ del intervalo ܵ ൌ ሾͲǡ ͳሿǤ

4.5 Subconjuntos fractales
&RQVLGpUHVH�OD�PLVPD�SREODFLyQ�DQWHULRU�GLVWULEXLGD�VREUH�HO�LQWHUYDOR�>���@��

Como ya se indicó, en la generación n hay ܰ݊ሺߦሻ segmentos de ������������į݊ = 
2െ݊ߦߤ��������������������Ǥ������������������������������������������������
�����������������ܵ ݊ሺߦሻ���� �����������������ǡ ��� ������ ������������ ���������
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���������ǡ����������������������×���������Ǥ���������ǡ�������� ����������ሾͲǡͳሿ�
���������������������������×�����������������������������ǡ������������������ǡ�
������������������������������PXOWLIUDFWDO��

����������������ǡ����������������������ܵ݊ሺߦሻ ��� ��������� �� ��������
įܪ���������������������� ��ሺܵߦሻ�ሾ�������������×��ሺͳǤͳͶሻሿ�������������×������-
ሻߦሺܦ���� �� ���� ��������ǡ �������� �� ������� ��� �������������� �� �ܪ ���
�����������į ՜�Ͳ���Q�՜λǣ

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺͶǤͳͲሻ

�����������×�������������������������������������������ï����

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺͶǤͳͳሻ

��������������������×����������������ܰ݊ሺɌሻ���������Ǥ�ሺͶǤͺሻ

�������������ϐ��������������������±������������

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺͶǤͳʹሻ

y puesto que para cubrir el segmento original se requieren piezas

de į = 2െ݊ de longitud, entonces
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con lo que ܰ݊ሺɌሻ puede escribirse como

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

4XH�VXVWLWX\HQGR�HQ��������GD

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Ahora, si se toman los į-recubrimientos de longitud tal que el proceso de 
recubrimiento se haga en ܰ݊ሺߦሻ pasos, es decir que

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

La medida ܪ ������SXHGH�HQWRQFHV�HVFULELUVH��GH�DFXHUGR�FRQ�OD�HFXDFLyQ���������
como

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

&RPSDUDQGR��������\��������TXHGD�HVWDEOHFLGR�HO�H[SRQHQWH����ሺߦሻǡ es decir

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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'H�DTXt�VH�VLJXH�TXH�SDUD�TXH�OD�PHGLGDܪ� ���del conjunto ܵߦ permanezca 
¿QLWD�SDUD�į�ĺ�� debe satisfacerse la condición s�ൌ����ሺߦሻǤ�3RU�OR�WDQWR��OD����ሺߦሻ es 
la dimensión fractal, ܦሺߦሻ del conjunto ܵߦǤ

donde los conjuntos ܵߦ son fractales con dimensiones fractales � �ሺߦሻ dados 
SRU�OD�H[SUHVLyQ���������/DV�GLPHQVLRQHV�IUDFWDOHV�GHSHQGHQ�GHO�SDUiPHWURߦ�, tal 
GHSHQGHQFLD�VH�PXHVWUD�HQ�OD�)LJ�������

4.6 El exponente de lipschitz – hölder,Ƚ
0DQGHOEURW�KD�VXJHULGR�TXH�HO�SDUiPHWURߦ��QR�HV�PX\�~WLO�HQ�OD�SUiFWLFD�\�

PiV�ELHQ�UHFRPLHQGD�OD�XWLOL]DFLyQ�GHO�H[SRQHQWH�GH�/LSVFKLW]�±�+|OGHU��Į��HO�FXDO�
caracteriza las “singularidades” de la medida 0�[���0DQGHOEURW�%��%����������

Así, considérese la medida generada por el proceso multiplicativo en la 
n - ava generación, esta medida es una función no decreciente de [ con incre-
mentos �����������������������ሾYHU�HFXDFLyQ������ሿ��(VFRJLHQGR�XQݔ�ሺߦሻ que corresponde a 
un valor dado de ߦǡ miembro del conjunto ܵߦǡ�también hay un valor de la medida 
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0�[� para el punto ݔሺߦሻߜ����� Ɂ�ൌ�ʹ െ݊Ǣ la diferencia entre este punto yݔ�ሺߦሻ 
es como se sabe, ߦߤ�

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

(O�H[SRQHQWH�GH�/LSVFKLW]�±�+|OGHU�Į�VH�GH¿QH�SRU

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

/D�HFXDFLyQ��������SHUPDQHFH�FRUUHFWD�D~Q�HQ�HO�OtPLWH�FXDQGR�Q�ĺ����(Q�
efecto,�������������������������������������������������������Ƚ��ͳǤ�&DVR�FRQWUDULR��VL�Į�൏�ͳሻ

3DUD�KDOODU�OD�UHODFLyQ�Į�ߦ��VH�SXHGH�FRPELQDU���������������\�OD�H[SUHVLyQ�į 
= 2í݊ de la siguiente manera:    

se despeja ߙ�GH���������      
 
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺͶǤʹͲሻ

         se reemplaza��������������������������������������������������������������������������ሺͶǤʹͲሻ�
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������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

1yWHVH�TXH�Į�WLHQH�XQD�GHSHQGHQFLD�OLQHDO�FRQߦ� y que ߦ \�Į�PDQWLHQHQ�XQD�
FRUUHVSRQGHQFLD�ELXQtYRFD�

�/RV�YDORUHV�GH�Į�ߦ���VH�HQFXHQWUDQ�HQ�HO�LQWHUYDOR�

donde:

 

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

'H�OR�YLVWR�VH�FRQFOX\H�TXH�HO�FRQMXQWR�ܵߦ puede también escribirse como 
ܵȽ y la medida�0�[� estar caracterizada por los conjuntos ܵȽ , que en el intervalo 
ܵ ൌ ሾͲǡͳሿ satisface:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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/D�PHGLGD�WLHQH�³VLQJXODULGDGHV´�FRQ�HO�H[SRQHQWH�GH�/LSVFKLW]�±�+|OGHU�Į�
sobre los conjuntos fractales ܵĮ���TXH�WLHQHQ�GLPHQVLRQHV�IUDFWDOHV���ሺȽሻൌ�����

La curva  ݂��Į��SDUD�OD�PHGLGD�GH�OD�SREODFLyQ�JHQHUDGD�SRU�HO�SURFHVR�PXO-
tiplicativo con   ������VH�PXHVWUD�HQ�OD�)LJ������

4.7 Propiedades de la curvaࢌ�ሺߙሻ
A continuación, se deducen algunas propiedades importantes de la curva 

݂�Į���PRVWUDGD�JUi¿FDPHQWH�HQ�OD�)LJ��������
3ULPHUR�GHWHUPLQHPRV� ORV�YDORUHV�Pi[LPRV�TXH�SXHGHQ�DOFDQ]DU� OD�FXUYD�

݂�Į���'H�OD�HFXDFLyQ��������UHVXOWD�TXH��

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�$SOLFDQGR�OD�UHJOD�GH�OD�FDGHQD�\�XVDQGR��������\��������UHVXOWD�TXH�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

ሺߦሺȽሻǤ
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)LJXUD������(VSHFWUR�PXOWLIUDFWDO�݂(ߙ��SDUD�ORV�VXEFRQMXQWRV�Sߙ como una función del 
H[SRQHQWH�GH�/LSVFKLW]�±�+ROGHUߙ� 

)XHQWH��DGDSWDGR�GH��.RVFLHOQ\��%XQGH��.DQWHOKDUGW��EUDXQ��%XQGH��	��+DYOLQ�������
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6LPSOL¿FDQGR�WpUPLQRV�H�LJXDODQGR�D�FHUR�VH�REWLHQH�

FX\R�YDORU�FRUUHVSRQGH�DO�VLJXLHQWH�YDORU�GH�Įሺߦሻ

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ሺͶǤʹሻ

5HHPSOD]DQGRߦ� ൌ ͳ/2�HQ�OD�HFXDFLyQ���������VH�REWLHQH�HO�YDORU�H[WUHPR�GH�
݂���, esto es:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

$Vt�TXH�HO�Pi[LPR�YDORU�GH�ODV�GLPHQVLRQHV�IUDFWDOHV�GH�ORV�VXEFRQMXQWRV�ܵȽ 
iguala a la dimensión fractal del soporte de la medida (recuérdese que la medida 
HVWi�GH¿QLGD�VREUH�WRGR�HO�LQWHUYDOR�XQLWDULR���(Q�JHQHUDO�

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

El resultado no implica que este conjunto cubra el intervalo, sino más bien 
que ܵȽͲ�FRQWLHQH�XQD�IUDFFLyQ�GH�ORV�SXQWRV�GHO�LQWHUYDOR��(Q�RWUDV�SDODEUDV��HVWH�
UHVXOWDGR�VLJQL¿FD�TXH��VL�VH�WLHQH�XQ�VRSRUWH�JHRPpWULFR�GH�ORQJLWXG�l y, si para 
particularizarlo se divide en partes caracterizadas por las funciones ݂ሺȽͳሻǡ�݂ሺȽ2ሻǡ�
݂ሺȽ͵ሻǡǥ�ǡ�OD�TXH�YHUL¿TXH�TXH ݂ሺȽͲ) = ݂��� es igual precisamente a l�

$�HVWH�SXQWR�HV�LPSRUWDQWH�HVWDEOHFHU�OD�VLJXLHQWH�GH¿QLFLyQ��)DOFRQHU��������
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'H¿QLFLyQ�����

Una función ݂ǣ�ܺ ՜ ܻ�HV�OODPDGD�IXQFLyQ�GH�/LSVFKLOG�+|OGHU�GHO�H[SRQHQWH�
Į�VL�

3DUD�DOJXQD�FRQVWDQWH�F��

DYDQ]DQGR�PiV�HQ�HVWH�VHQWLGR��6WLDVVQLH��������H[SUHVD�TXH ݂ ሺȽሻ es una función 
de distribución multifractal y que su punto más importante en la curva de ݂ሺȽሻ es su 
Pi[LPR�Į� donde ݂ሺȽͲ)� ����\�VLHQGR�ȽͲא��ሺͲǡͳሻ su valor más probable, conocido 
FRPR�HO�H[SRQHQWH�GH�/LSVFKLOG�+|OGHU��

2WUD�LPSRUWDQWH�SURSLHGDG�GH�OD�FXUYD�݂ ሺȽሻ�se da cuando ߦൌ; en esta situación, 
GH�OD�H[SUHVLyQ��������VH�WLHQH�

En cuyo caso la curva ݂�Į��YDOH�
                                                                                                               

��������

donde:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Así que una línea que pasa por el origen es tangente a la curva ݂ሺȽሻ����Ƚ�ൌ�Ƚ݇�Ǥ
La dimensión fractal del conjunto ܵȽ݇ es N��OD�FXDO�OD�LGHQWL¿FDUHPRV�FRPR�OD�

HQWURStD�GHO�SURFHVR�PXOWLSOLFDWLYR�ELQRPLDO�
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5. COMPORTAMIENTO  MULTIFRACTAL DE MANCHAS VISCO-
SAS EN MEDIOS POROSOS

$TXt�VH�H[SRQH��D�PRGR�GH�DSOLFDFLyQ�GH�OD�WHRUtD�SUHYLDPHQWH�GHVDUUROODGD��
un nuevo enfoque al importante problema, hasta ahora no bien resuelto, del com-
SRUWDPLHQWR�GH�ODV�PDQFKDV�YLVFRVDV�TXH�RFXUUHQ�HQ�HO�GHVSOD]DPLHQWR�GH�XQ�ÀXL-
do���GH�XQ�PHGLR�SRURVR�FRQ�DOWD�YLVFRVLGDG�D�RWUR�ÀXLGR�FRQ�EDMD�YLVFRVLGDG���

3DUD�XQD�PHMRU�FRPSUHQVLyQ�GHO�IHQyPHQR��D�FRQWLQXDFLyQ�SULPHUR�VH�H[SR-
nen brevemente los puntos más sobresalientes del enfoque tradicional que se le 
KD�YHQLGR�GDQGR�DO�PLVPR�

5.1 Teoría de las manchas viscosas
(O�ÀXMR�GHO�SHU¿O�DHURGLQiPLFR�GH�XQ�ÀXLGR��FRPR�HO�DJXD��HQ�WRUQR�D�YD-

ULRV�REMHWRV�VH�DQDOL]D�DxDGLpQGROH�DOJ~Q�WLQWH�\�FRORFiQGROR�HQ�XQD�FHOGD�FRPR�
OD�PRVWUDGD�HQ�OD�)LJ�������FRQRFLGD�FRPR�OD�FHOGD�+HOH�6KDZ��(Q�HVHQFLD��HVWD�
simplemente consiste en dos planos transparentes separados entre sí por una dis-
tancia �Ǥ

���'tFHVH�GHO�FXHUSR�FX\DV�PROpFXODV��GHELGR�D�OD�SHTXHxD�IXHU]D�GH�FRKHVLyQ��OR�KDFHQ�
FDSD]�GH�DGRSWDU�OD�IRUPD�GHO�UHFLSLHQWH�TXH�ORV�FRQWLHQH�
���6H�GD�HO�QRPEUH�GH�YLVFRVLGDG�DO�IHQyPHQR�TXH�SRQH�GH�PDQL¿HVWR�ODV�IXHU]DV�GH�
UR]DPLHQWR�HQWUH�ODV�FDSDV�GH�XQ�ÀXLGR�TXH�VH�PXHYH�SDUDOHODPHQWH�XQD�GH�RWUD�FRQ�
YHORFLGDGHV�GH�GLVWLQWD�PDJQLWXG�

)LJXUD������/D�FHOGD�+HOH�6KDZ�
)XHQWH��,PDJHQ�WRPDGD�GH�)HGHU��������
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/D�HFXDFLyQ�SDUD�OD�YHORFLGDG�GH�ÀXMR�8��GHGXFLGD�D�SDUWLU�GH�ODV�HFXDFLRQHV�
GH�1DYLHU�6WRNHV��TXH�JRELHUQD�HO�ÀXMR�HQ� ODV�FHOGDV��� es la siguiente (Feder, 
������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Aquí S es la presión, ȡ la densidad y g la componente de la aceleración de 
gravedad a lo largo de la coordenada�] de la celda; ��ൌ��ȀɄ es la movilidad y Ԅൌ�
ሺ�ɏ��ሻ HO�ÀXMR�GH�SRWHQFLDO��VLHQGR�Ș�OD�YLVFRVLGDG�GHO�ÀXLGR�\�N la permeabi-
OLGDG�GH�OD�FHOGD�+HOH�6KDZ��� cuya dependencia b es:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

1yWHVH� TXH� OD� YHORFLGDG� HQ� OD� HFXDFLyQ� ������ HV� OD� YHORFLGDG� SURPHGLDGD�
VREUH�HO�HVSHVRU�GH�OD�FHOGD��3DUD�XQ�ÀXLGR�LQFRPSUHQVLEOH�OD�HFXDFLyQ�GH�FRQWL-
nuidad da:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

(VWD�HV�OD�HFXDFLyQ�GH�/DSODFH�GHO�ÀXMR�SRWHQFLDO��

&RQ�HO�REMHWR�GH�HQFRQWUDU�XQD�VROXFLyQ�SDUD�HO�ÀXMR�GH�YHORFLGDG�VH�GHEHQ�
WDPELpQ�HVSHFL¿FDU�ODV�FRQGLFLRQHV�GH�IURQWHUD��SRU�HMHPSOR��XQD�SUHVLyQ�GDGD�HQ�
DPERV�H[WUHPRV�GH�OD�FHOGD�\�XQD�YHORFLGDG�GHVSUHFLDEOH�GHO�ÀXLGR�GRQGH�HVWH�HVWi�
HQ�FRQWDFWR�FRQ�ODV�SDUHGHV��

(O�ÀXMR�HQ�PHGLRV�SRURVRV��SRU�HMHPSOR��FXDQGR�HO�DJXD�FRQGXFH�DFHLWH�SRU�
XQ�PHGLR�SRURVR��WDPELpQ�VLJXH�ODV�HFXDFLRQHV�������\��������H[FHSWR�TXH�N�HV�OD�
SHUPHDELOLGDG�GHO�PHGLR�\�QR�OD�H[SUHVLyQ��������\�HV�SUHFLVDPHQWH�SRU�HOOR�TXH�

 

U =  െ
K
) + g ) =  െ  ,  

b

z

x

U

���(O�ÀXMR�HV�XQD�FDQWLGDG�HVFDODU�TXH�HV�QXPpULFDPHQWH�LJXDO�D�OD�PDVD�GH�ÀXMR�TXH�
SDVD�HQ�OD�XQLGDG�GH�WLHPSR�D�WUDYpV�GH�XQD�VXSHU¿FLH�SODQD��GH�iUHD�LJXDO�D�OD�XQLGDG��
SHUSHQGLFXODU�D�OD�GLUHFFLyQ�GH�WUDQVSRUWH�GHO�ÀXLGR�
���(Q�HVWH�FRQWH[WR��OD�SHUPHDELOLGDG�GHEH�VHU�HQWHQGLGD�FRPR�OD�FDSDFLGDG�GH�OD�FHOGD�
+HOH�6KDZ�SDUD�VHU�DWUDYHVDGR�SRU�XQ�ÀXLGR�GDGR�

=
2

12

 ή U =  െ
K
)2 + ) = 0, y 2  =  0

=
2

12

 ή U =  െ
K
)2 + ) = 0, y 2  =  0
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HO�ÀXMR�HQ�ODV�FHOGDV�+HOH�6KDZ�HV�D�PHQXGR�XVDGR�SDUD�PRGHODU�HO�ÀXMR�HQ�
XQ�PHGLR�SRURVR��6LQ�HPEDUJR��KD\�LPSRUWDQWHV�GLIHUHQFLDV�SRU�OR�TXH�OD�YDOLGH]�
GH�OD�XWLOL]DFLyQ�GH�OD�FHOGD�GH�+HOH�6KDZ�FRPR�XQ�PRGHOR�GH�ÀXMR�HQ�XQ�PHGLR�
SRURVR�HV�FXHVWLRQDEOH��(Q�HIHFWR��GLYHUVRV�H[SHULPHQWRV�PXHVWUDQ�TXH�OD�GLQi-
mica de las manchas es notablemente diferente de lo que predice este modelo 
�+RPV\��������

$Vt��SRU�HMHPSOR��HQ�OD�)LJ������VH�PXHVWUDQ�ORV�UHVXOWDGRV�REWHQLGRV�SDUD�HO�
GHVSOD]DPLHQWR�GH�XQ�ÀXLGR�GH�DOWD�YLVFRVLGDG��HSy[LGR��TXH�HV�GHVSOD]DGR�SRU�
HO�DLUH�HQ�XQ�PHGLR�SRURVR�ELGLPHQVLRQDO�FRQVLVWHQWH�GH�XQD�~QLFD�FDSD�GH�HVIH-
UDV�GH�YLGULR�FRPSULPLGDV�HQWUH�GRV�OiPLQDV�GH�YLGULR�

)LJXUD������0DQFKDV�GH�DLUH��HQ�QHJUR��GHVSOD]DQGR�HO�OtTXLGR�HSy[LGR�HQ�XQ�P�GLR�
SRURVR�EL�GLPHQVLRQDO�FRQVLVWHQWH�GH�HVIHUDV�GH�YLGULR�GH�����PP en una mono-capa 
HQWUH�GRV�OiPLQDV�GH�YLGULR�GH����FP�GH�GLiPHWUR��(O�FHQWUR�GH�OD�LQ\HFFLyQ�HVWi�FHUFD�
GHO�FHQWUR�GH�OD�HVWUXFWXUD��D� t  ��V�GHVSXpV�GHO�LQLFLR�GH�OD�LQ\HFFLyQ��E���W  �����V��

F�������V��0DOR\�HW�DO���������

Actualmente se atribuye a las condiciones de frontera la causa principal para 
TXH�KD\D�GLIHUHQFLDV�HQWUH�OD�FHOGD�+HOH�6KDZ�\�OD�FHOGD�FRQWHQLGD�HQ�XQ�PHGLR�
SRURVR��(Q�FRQFUHWR��HQ�OD�FHOGD�+HOH�6KDZ�OD�VHSDUDFLyQ�ODPLQDU�E, determinada 
por las fuerzas capilares,���HV�OD�~QLFD�HVFDOD�GH�ORQJLWXG�HQ�HO�SUREOHPD��DSDUWH�
GHO�GLiPHWUR�GH�OD�FHOGD�FLUFXODU��+RPV\��������

�� Fuerzas capilares son aquellas fuerzas atractivas presentes entre sólidos y líquidos 
TXH�VH�HQFXHQWUDQ�HQ�FRQWDFWR�

ͳͲ���
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En un medio poroso bi-dimensional, es decir en una celda circular con una 
~QLFD�FDSD�DOHDWRULD�GH�HVIHUDV�GH�FULVWDO��HO�WDPDxR�GH�ORV�SRURV�WtSLFRV�HV�WDP-
bién E��\�SRU�OR�WDQWR�HO�SUREOHPD�GH�ÀXMR�GHO�ÀXLGR�HV�FRQWURODGR�SRU�OD�HVFDOD�
GH�ORQJLWXG�PLFURVFySLFD�HQ�WRGDV�ODV�GLUHFFLRQHV�GHO�HVSDFLR��3RU�HQGH��HO�SUR-
PHGLR�GH�OD�YHORFLGDG�GH�ÀXMR�GHO�ÀXLGR�U está necesariamente dado por la ley 
GH'DUF\�OD�PLVPD�TXH�VH�H[SUHVD�PHGLDQWH�OD�HFXDFLyQ��������HFXDFLyQ�GH�'DUF\��
HQ�OD�TXH�OD�FRQGLFLyQ�GH�LQFRPSUHVLELOLGDG�GDGD�SRU�OD�HFXDFLyQ�������WDPELpQ�VH�
aplica, de modo que la ecuación de Laplace resulta para la presión S�U�� 

'H�OR�GLFKR�VH�FRQFOX\H�TXH�OD�GLQiPLFD�GHO�IUHQWH�HV�SRU�OR�WDQWR�HQWHUDPHQ-
WH�GLIHUHQWH�D�OR�GHGXFLGR�D�SDUWLU�GH�OD�FHOGD�+HOH��6KDZ��HQ�OD�TXH�HQ�GH¿QLWLYD�
se reduce al uso de una distribución de presión que satisface las condiciones de 
IURQWHUD�HQ�ODV�GRV�OiPLQDV�

3RU�RWUD�SDUWH��GHEH�WHQHUVH�SUHVHQWH�TXH�DO�DSOLFDU�OD�HFXDFLyQ�GH�/DSODFH�
�������OD�GHFLVLyQ�SDUD�GHVSOD]DU�HO�ÀXLGR�GHVGH�XQ�SRUR�GDGR�HQ�OD�LQWHUIDFH�QR�
se realiza en base al valor absoluto de la diferencia de presión entre el aire y el 
ÀXLGR��VLQR�PiV�ELHQ�HQ�EDVH�DO�YDORU�GH�OD�SUHVLyQ�UHODWLYD�D�OD�SUHVLyQ�FDSLODU�
asociada con el cuello del poro que conduce a aquel poro, ya que es más difícil 
SDUD�HO�DLUH�HQWUDU�D�XQ�SRUR�HVWUHFKR��(VWH�~OWLPR�SDVR�LQWURGXFH�DOHDWRULHGDG�HQ�
el problema ya que el ancho del cuello del poro es casual con alguna distribución 
GH�WDPDxRV��

'H�HVWR�VH�GHVSUHQGH�TXH� OD�GLQiPLFD�GH� ODV�PDQFKDV�YLVFRVDV�HQ�PHGLRV�
porosos tiene dos componentes principales: la distribución de presión global con-
WURODGD�SRU�OD�HFXDFLyQ�GH�'DUF\��\��FRQVLJXLHQWHPHQWH��SRU�OD�HFXDFLyQ�GH�/DSOD-
FH�\�SRU�ODV�ÀXFWXDFLRQHV�ORFDOHV�HQ�OD�JHRPHWUtD�GH�ORV�SRURV�

3RU�RWUR�ODGR��UHVXOWDGRV�REWHQLGRV�SRU�DOJXQRV�LQYHVWLJDGRUHV�FRPR�ORV�RE-
WHQLGRV�SRU�&KHQ�\�:LONLQVRQ��������R�+RPV\���������D�WUDYpV�GH�H[SHULPHQWRV�
y simulaciones, muestran que la aleatoriedad en la estructura de los poros es un 
UHTXHULPLHQWR�LQGLVSHQVDEOH�SDUD�OD�IUDFWDOLGDG�GH�ODV�PDQFKDV�

3DUD�FDUDFWHUL]DU�OD�GLVWULEXFLyQ�GH�ODV�PDQFKDV�VH�GHEH�HPSH]DU�PLGLHQGR�OD�
masa �݅ de las islas en crecimiento, entonces numerando las islas en forma arbi-
traria con el índice ݅ ൌ ͳǡ ʹǡǥǡ ��HV�HO�Q~PHUR�GH�]RQDV�HQ�ORV�FXDOHVܫܰ ǡ dondeܫܰ
se observa crecimiento; se puede obtener la masa total de las islas PͲ�ൌ�ȭ�   Pi y 
la masa normalizada ȝ:                                                                                  

 
=  σ =

0

N݅
݅
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Entonces, el conjunto ࣧ�ൌ�ሼ݅ߤ} caracteriza el crecimiento observado de la 
HVWUXFWXUD��(VWH�FRQMXQWR�UHSUHVHQWD�ORV�LQFUHPHQWRV�HQ�OD�PHGLGD�GHO�QXHYR�FUH-
cimiento ࣧܯ�D�OD�UHVROXFLyQ�GHO�H[SHULPHQWR��

5.2 El conjunto fractal de las zonas en 
crecimiento

consideremos el conjunto de puntos ࣨ, que tienen݅ߤ�Ͳ, como aquel en que 
se observa crecimiento; es decir, el conjunto de poros sobre los cuales ha ocurri-
do un crecimiento adicional de la mancha viscosa; así, el conjunto ࣨ puede ser 
YLVXDOL]DGR�FRPR�OD�LQWHUIDFH�GH�FUHFLPLHQWR�DQWHULRU�±�FUHFLPLHQWR�QXHYR�

Sea ܰܫ�HO�Q~PHUR�GH�SXQWRV�HQ�ࣨ, los que aumentan al incrementarse el ta-
PDxR�GH�ODV�PDQFKDV�YLVFRVDV��3DUD�XQD�HVWUXFWXUD�IUDFWDO�HVSHUDUtDPRV�TXH�ܰܫ 
esté dado por:

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Aquí ܫܦ es la dimensión de la interfaz en crecimiento, į� HV�HO� WDPDxR�GHO�
SL[HO�DO�FXDO� OD�HVWUXFWXUD�HV�DQDOL]DGD�\�ܴ݃�HV�HO� UDGLR�GH�JLUR�� ,JXDOPHQWH�VH�
podría también haber usado la mancha de mayor longitud en lugar del radio de 
giro ܴ݃, ya que estas longitudes son proporcionales dentro de las incertidumbres 
H[SHULPHQWDOHV�

/D�HFXDFLyQ�������GD�XQ�LQFUHPHQWR�HQ�ܰ ��D�PHGLGD�TXH�DXPHQWD�HO�WDPDxR�GHܫ
la estructura de la mancha; y decrece ܰܫ��D�PHGLGD�TXH�HO�SL[HO�į aumenta (o sea 
disminuyendo la resolución a la cual el conjunto de puntos ࣨ�VH�DQDOL]D��

(Q�EDVH�D�OR�H[SXHVWR�VH�GHGXFH�TXH�OD�GLPHQVLyQ�IUDFWDOܫܦ� puede ser de-
terminada contando ܰܫ mediante la obtención de una secuencia de fotografías y 
OXHJR�JUD¿FDQGR�HO�ORJ�ܰܫ en función del correspondiente logaritmo del radio de 
giro ܴ݃�

La dimensión del conteo de cajas del conjunto de puntos ࣨ, a un radio de 
JLUR�GDGR��VH�GHEH�REWHQHU�FDPELDQGR�HO�WDPDxR�į�GH�OD�FDMD��$Vt�TXH�DMXVWDQGR�
OD�HFXDFLyQ�������DO�FRQWHR�GH�FDMDV�REVHUYDGDV��HV�SRVLEOH�KDFHU�XQD�HVWLPDFLyQ�
GH�OD�GLPHQVLyQ�IUDFWDO�SDUD�OD�LQWHUIDFH�FUHFLPLHQWR�DQWHULRU�FUHFLPLHQWR�QXHYR�

 

=  D
G( )
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5.3 La curva ࢌሺȽሻ
+DVWD�DTXt�VH�KD�GLVFXWLGR�VRODPHQWH�HO�FRQMXQWR�GH�SXQWRV�SDUD�HO�FXDO݅ߤ���ͲǤ�
$KRUD�VH�SXHGH�HVSHFL¿FDU�XQ�VXEFRQMXQWR�  consistente de todas las zonas, �������ߤࣨ

en crecimientos para los cuales ߤ  ߤ��݅ߤ  ȟߤǤ
6L�VH�HVSHFL¿FD�OD�PHGLGD�HQ�IRUPD�GH�XQD�HVFDOD�LQGHSHQGLHQWH��VH�SXHGH�HQ-

FRQWUDU�TXH�WDOHV�VXEFRQMXQWRV�VRQ�FRQMXQWRV�IUDFWDOHV��SDUD�HOOR�HVSHFL¿TXHPRV�
VXEFRQMXQWRV�FRQVWLWXLGRV�SRU�ODV�]RQDV�GH�FUHFLPLHQWR�PHGLDQWH�HO�H[SRQHQWH�GH�
/LSVFKLW]�±�+|OGHU�Į���1DND\DPD�	�<DNXER��������

                                                                           

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

(VWD�UHODFLyQ�VLPSOHPHQWH�GD�XQD�GH¿QLFLyQ�GH�Į�

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

(QWRQFHV��HVFRJLHQGR�Į�HQ�HO� UDQJR�GH�Į�a�Į�ǻĮ se encuentra, mediante la 
HFXDFLyQ��������TXH�D�OD�UHVROXFLyQ�į el correspondiente rango de ݅ߤ tiene un radio 
de giro ܴ݃Ǥ El conjunto de las zonas en crecimiento que tiene islas que dan ݅ߤ en el 
UDQJR�HVSHFL¿FDGR�IRUPDQ�XQ�FRQMXQWR�GH�SXQWRV�ܰȽ���3RU�OR�WDQWR��HO�FRQMXQWR�GH�
todas las zonas en crecimiento puede escribirse como la unión de tales conjuntos:

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Si ܰȽ HV�XQ�FRQMXQWR�IUDFWDO��HQWRQFHV�VH�GHEH�HVSHUDU�TXH�HO�Q~PHUR�GH�SXQWRV�
en el conjunto ܰȽ  satisfagan una relación de KRPRWHFLD�VLPLODU�D�OD�HFXDFLyQ��������
esto es:

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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(O�Q~PHUR�GH�SXQWRV�HQ�HO�FRQMXQWR�HV�SURSRUFLRQDO�DO�UDQJR�ǻĮ��SRU�OR�TXH�VH�
ha introducido la densidad ߩȽ�TXH�HV�LQGHSHQGLHQWH�GH�HVWH�UDQJR�

En estas circunstancias nuevamente se tiene que hacer hincapié en que los 
FRQMXQWRV�¿QLWRV�GH�SXQWRV��TXH�QHFHVDULDPHQWH�WLHQHQ�TXH�WRPDUVH�HQ�FXHQWD�FXDQ-
GR�VH�WUDWD�FRQ�UHVXOWDGRV�H[SHULPHQWDOHV��VROR�UHSUHVHQWDQ�PXHVWUDV�GHO�FRQMXQWR�
fractal ܵȽ��ORV�FXDOHV�VH�GH¿QHQ�VRODPHQWH�HQ�HO�OtPLWH�DVLQWyWLFR�GH�ORV�VLVWHPDV�
LQ¿QLWRV�R�GH�UHVROXFLyQ�LQ¿QLWD�

La determinación de la función ݂�Į��SXHGH�KDFHUVH�XVDQGR�ORV�YDORUHV�GH݅ߤ�: 
SULPHUR�QyWHVH�OD�IDFWLELOLGDG�GH�HQFRQWUDU�HO�YDORU�Pi[LPR�GH�݂�Į��XVDQGR�HO�KH-
FKR�GH�TXH�HO�Q~PHUR�WRWDO�GH�]RQDV�HQ�FUHFLPLHQWRV�HVWi�GDGR�SRU�

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

que, a su vez puede escribirse de manera diferente combinándola con las ecua-
FLRQHV�������\������

��������

Esta relación es válida para un rango grande en�ܴ݃���į, si el integrando tiene 
XQ�Pi[LPR�DJXGR�D�DOJ~Q�YDORU�Į���6L�HVWH�HV�HO�FDVR��SRGHPRV�HYDOXDU�OD�LQWHJUDO�
y encontrar que:

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

La amplitud a depende de la forma funcional de ܾȽ���݂ሺȽሻ, y no es posible 
KDOODU�XQD�VROXFLyQ�DQDOtWLFD�JHQHUDO�

�1yWHVH�WDPELpQ�TXH�\D�TXH�ORV�FRQMXQWRV�ܰȽ son subconjuntos del conjunto 
de las zonas en crecimiento, se tiene la siguiente relación:

   ��������

/D�FXDO�HV�FRQVLVWHQWH�FRQ�OD�HFXDFLyQ��������
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'H�DTXt�TXH�FRQRFLHQGR� ORV�YDORUHV�GH�ሼ݅ߤ}�\�XVDQGR� OD�HFXDFLyQ� ������ VH�
puede construir la curva ݂ሺȽሻǣ

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

(Q�IXQFLyQ�GH�Į�GDGD�SRU�OD�HFXDFLyQ������

El parámetro ܾͲ representa la parte de la escala-independiente de la integral 
GH�OD�HFXDFLyQ���������\�VH�GHEHUi�HVFRJHU�GH�PRGR�TXH�HO�Pi[LPR�YDORU�GH�݂ሺȽሻ�
Ǥܫܦ����

1yWHVH�TXH�ܾߙ puede, en principio, depender fuertemente de Į, por lo tanto, 
usando ܾ� en lugar de ܾߙ�HQ�OD�HFXDFLyQ��������LPSOLFD�TXH�VH�WHQJD�XQ�H[SRQHQWH�
efectivo  ݂ሺȽሻ�

 

(D0) =

0  (D) 

(D) = ln( ( ) െ ln 0
ln ( Τ )                     
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Թ݊ espacio euclideano ݊�í������������
ȭ݊ ൌͳ�����݅ ����������������݅ ൌ ͳǡǥǡ ݊

(ߙݔሺߜܤ ������������������������Ǧ����������
ߜܵ ��������������
݀ሺݔǡ ሻݕ ��������������������������
݅    ൌͳ݊ڂ ���×���������������������݅ ൌ ͳǡǥǡ ݊

ݔ ൌ ሺݔͳǡ2ݔ�ǡǥǡ݊ݔ�)  ������������Թ݊

����ሺܣሻ ��������������ܣ��������
ݏܪ
ߜ����� �������������������

(A)ݏܪ �������sǦ������������������������
ሺ�ǡɒሻ �������������×����
�ሺܣሻ �������×��������������Ǧ�����������
݀��Fሺܣሻ �������×���������������ܣ��������
ܿodܨሺܣሻ ���������×���������������ܣ��������
ሻܨሺߜܰ �������������������Ɂ������������F
Ƚ�ሺ�) �����������������������Ȃ��Ú����
ܴ݃ �������������
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