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PROLOGO

Se tienen evidencias que muchos fendmenos quimicos, fisicos y biologicos
presentes en la naturaleza, asi como algunas formas geométricas encontradas en
la naturaleza siguen un comportamiento fractal; por lo tanto, es conveniente el
estudio de estos fenomenos desde un enfoque matematico diferente a lo habitual
a fin de dar explicaciones razonables a varios procesos naturales y a observacio-
nes experimentales. Pero, esto debe iniciarse desde los conceptos basicos hasta
llegar a construir un conjunto de conocimientos matematicos sistémicos que lo-
gren dar explicaciones cientificas a los hechos, sin tampoco descartar que puedan
existir otras posibles explicaciones cientificas a los mismos.
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INTRODUCCION

Se sabe que la geometria euclidiana es importante en varias ciencias e in-
genierias, donde se tratan con cuerpos o figuras regulares; sin embargo, hay que
reconocer también que es una abstraccion simplificada de la realidad. Por ejem-
plo, el determinar la longitud de la costa de un pais, particularmente de los que
muestran muchas “irregularidades” como Noruega o Reino Unido se convierte
en un serio problema desde el punto de vista de la geometria euclidiana a menos
que se hagan importantes simplificaciones. Estas situaciones nos enfrentan a ob-
jetos reales que pertenecen a una realidad mas compleja. Es asi como surgen los
fractales.

En este libro se describen de manera organizada y de manera didactica a los
fractales, cuyo estudio se remonta a la década de los 70. Asi, en esta obra se expo-
ne partiendo desde los conceptos més basicos, de sus definiciones y varios ejem-
plos ilustrativos hasta llegar a utilizarlos en conjuntos irregulares mas complejos;
de modo que puedan estar al alcance de estudiantes de pregrado, particularmente
de aquellos que estudian carreras como matematica.

A medida que se avance en el estudio de los temas tratados se observarad que
los conocimientos se van abordando gradualmente hasta conformar un conjunto
de conocimientos sustentados en razonamientos y demostraciones relacionadas
con los fractales hasta llegar a dar explicaciones razonables del comportamiento
multifractal encontrado en algunos fendmenos como son las manchas viscosas
que se forman en el desplazamiento de un fluido en un medio poroso con alta
viscosidad debido a otro fluido con baja viscosidad.

Desde luego, la mayoria de los conocimientos presentados en esta obra han
sido el resultado de organizar sistematicamente resultados de varios investiga-
dores durante afos anteriores; por ejemplo, la aplicacion de los multifractales a
la turbulencia fue desarrollada por Frisch, Afonso, Mazzino y Yakhot (2008), y
Benzi, Paladin, Parisi y Vulpiani (1984); quienes demostraron que los resultados
experimentales dan una mayor concordancia entre las observaciones experimen-
tales y las de un simple modelo teorico.

Esencialmente, para proceder a desarrollar la presente obra se recurre, en
cuanto a la forma de razonar, la utilizacién del método inductivo; y en cuanto a
la coordinacion del contenido, se plantea que la informacion disponible obedezca
a una estructura de hechos que va desde lo menos a lo mas complejo o desde el
origen a la actualidad; es decir empleando un esquema logico.
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1.INTRODUCCION A LOS FRACTALES

Richard Bentley:

“...no hemos de creer que las orillas del mar sean real-
mente deformes por no tener la forma de un baluarte
regular; que las montafias no son exactamente como
conos o pirdmides, ni las estrellas estdn situadas desma-
fiadamente por no estar a una distancia uniforme..”

La Matematica tradicional trata con “lo regular”, ;pero qué ocurre con todo
lo irregular que encontramos en la naturaleza? Mandelbrot, a mediados del siglo
XX, usa la geometria fractal para describir y modelizar los objetos irregulares de
la naturaleza (Mandelbrot B. B., 1983).

Segun Benoit Mandelbrot “Las nubes no son esferas, las montafnas no son
conos, las costas no son circulos, como la corteza de un arbol no es plana ni un
rayo viaja en linea recta, (...) La naturaleza no solamente exhibe un grado mayor
sino también un nivel diferente de complejidad”, por lo expuesto anteriormente,
habia la necesidad de utilizar la geometria fractal para analizar estos objetos irre-
gulares (Talanker, 2011).

El término fue tomado del adjetivo latino fractus que significa interrumpi-
do o irregular utilizado para describir objetos (reales y abstractos) considerados
“irregulares” por la geometria tradicional. La mayoria de las formas que nos ro-
dean en la naturaleza tiene una forma fractal, donde existe un caos y un orden.
Algunos ejemplos de ello son: los perfiles costaneros, la hoja de un helecho, los
paisajes, la superficie rugosa de una roca, el ramaje de un arbusto, la ramificacion
alveolar en los pulmones, la frontera de una nube, las fluctuaciones de precios en
un mercado, la dinamica de crecimiento poblacional de las bacterias, las trayecto-
rias que Mandelbrot 1lamo fractales de las particulas de polvo suspendidas en el
aire y del movimiento de un grano de polen soltado en un vaso de agua (Talanker,
2011).

La geometria fractal, en la actualidad, es muy utilizada en la fisica, medicina,
computacion, quimica, biologia, economia, fisiologia, lingiiistica y el arte, ya que
ha permitido reformular y resolver problemas complejos de una forma muy sim-
plificada (Alfaro A., Murillo T., & Soto A., 2010).

Los fractales ayudan en el analisis de fendémenos tales como la turbulencia, el
comportamiento de las manchas viscosas que ocurren en el desplazamiento de un
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fluido de un medio poroso con alta viscosidad, debido a otro fluido con baja
viscosidad, bolsa de valores, dispersion del humo, en los depdsitos y agregados
electroquimicos, en todo flujo turbulento, etc. (Alfaro A., Murillo T., & Soto A.,
2010).

La geometria clasica o euclideana, con sus figuras, no es la més apropiada
para generar las formas méas complicadas que se muestran en la naturaleza como
la hoja de un helecho o el perfil de una montania. debido a que al ser ampliadas
pierden su estructura; por ejemplo, el arco de un circulo se transforma en una
recta, la superficie de una esfera se vuelve cada vez mas plana. Lo que no sucede
con las formas naturales; por ejemplo, una superficie rugosa mantendra su mis-
mo esquema si amplificamos el microscopio con el cual le observamos, es decir,
mantiene su forma original, aunque se le cambie de escala (Talanker, 2011).

Similarmente que, con la superficie rugosa, en el ramaje de un arbusto de
una rama salen muchas ramas y en cada una de ellas se repite el mismo esquema
(Talanker, 2011).

Segun Alfaro, Murillo y Soto (2010): “Los fractales son figuras geométricas
que se caracterizan por su semejanza, son estructuras infinitas que se pueden di-
vidir cuantas veces se desee y mantendra la misma estructura” [p.I1I].

Mandelbrot (1975) fue el primer cientifico que utilizo el término fractales, y
manifestd lo siguiente “Los Fractales (del latin fractus que significa, irregular,
quebradizo) es el conjunto de formas que, generadas normalmente por un proce-
so de repeticion, se caracterizan por poseer detalle a toda escala, por tener lon-
gitud infinita, por no ser diferenciables y por exhibir dimension fraccional. Los
fractales son resultado de la repeticion al infinito de los patrones geométricos
que se superpone de forma indefinida” (Moreles Vazquez, 2003)

Un ejemplo sencillo de fractales es la ramificacion de un arbol: del tronco
salen las ramas, de estas ramas crecen otras ramas mas pequefas, de estas rami-
tas salen ramas mas pequenas con detalles que se repiten hasta las ramitas mas
y mas pequeias. El brocoli romanesco presenta porciones pequeias similares
a otras mas grandes y estas, a su vez, similares a porciones aun mayores, y asi
sucesivamente; es decir, tiene una estructura autosimilar'. Podemos concluir que
las figuras fractales se obtienen al repetir una y otra vez el mismo procedimiento

' Un objeto es autosimilar si se cambia la escala tantas veces como se desee y se sigue
obteniendo una figura similar a las anteriores.
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(Talanker, 2011). Otros fractales los observamos en: hojas, montafias y flores
(ver Figs. 1,2y 3).

Figura 1.1. Ramas de un arbol.
Fuente: Fotografia realizada por José Maria Sorando Muzas
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Figura 1.2. Brocoli romanesco.
Fuente: https://pixabay.com/es/romanescu-romanesco-verdura-3297134/

Figura 1.3. Hoja de helecho.

Fuente: https://pixabay.com/es/de-la-hoja- flora-naturaleza-3359256/
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Segiin Goldberger (1990) otras estructuras fractales las encontramos en apa-
ratos y sistemas de los seres vivos como las redes neuronales, los vasos capilares,
tubos intestinales, biliares y bronquiales, etc. (Talanker, 2011) (ver Figs. 1.4 a 1.5).

Figura 1.4. Redes neuronales.
Fuente: https://pixabay.com/es/c%C3%A9lula-del-nervio-neurona-cerebro- 2213009/

Figura 1.5. Redes bronquiales.
Fuente: http://www.elartedelaestrategia.com/fractal fractales _en la naturaleza.html

Los ordenadores, con su potencia de céalculo, han contribuido en los tltimos
afios considerablemente al progreso de los fractales, a través de los procesos itera-
tivos infinitos que son utilizados para crear representaciones graficas cada vez mas
precisas (Barnsley, 2014). Actualmente existen muchos programas informaticos
que son utilizados para generar todo tipo de imagenes fractales: paisajes, nubes,
arboles, texturas, animales, etc. (ver Figs. 1.6 a 1.8) (Mandelbrot B. B., 1983)
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Figura 1.6. Patron de textura creado con computadora.
Fuente: https://pixabay.com/es/la-red-matem%C3%A Iticas- geometr%C3%ADa-di-
se%C3%B10-871475/

Figura 1.7. Flor verde construida con computadora.
Fuente: https://pixabay.com/es/fractal-flor-verde-fantas%C3%ADa-1987980/
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Figura 1.8. Ruinas construidas con computadora.
Fuente: https://pixabay.com/es/la-construcci%C3%B3n-de-ruinas-antigua- 1647925/

Para entender mejor el proceso de generacion de fractales mediante progra-
mas informaticos expliquemos rdpidamente su parte conceptual; por ejemplo,
para construir el triangulo de Sierpinski se parte de un tridngulo llamado ini-
ciador, se unen los puntos medios de sus tres lados y se elimina el tridngulo del
central; en los tres restantes tridngulos se aplica nuevamente el procedimiento.
Este proceso geométrico se lo reitera hasta el infinito, el conjunto que finalmente
obtenemos es el llamado tridngulo de Sierpinski (ver Fig. 1.9).

Figura 1.9. Construccion del triangulo de Sierpinski.
Fuente: https://topologia.wordpress.com/2008/12/19/el-conjunto-de-cantor-y- el-trian-
gulo-de-sierpinski/
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Si en vez de triangulos, usamos cuadrados o cubos, obtenemos la alfombra
de Sierpinkski, con la peculiaridad de que el area del cuadrado (o volumen en el
caso del cubo) es cero. (véase la Fig. 1.10)

Figura 1.10. Construccion de la alfombra de Sierpinski.
Fuente: https://fractalescio.wordpress.com/2014/11/14/alfombra-de- sierpinski/

El conjunto de Mandelbrot es otro famoso fractal en el cual se pueden apre-
ciarse dos caracteristicas fundamentales de los fractales: la frontera de esta curva
es muy irregular y ademas la propiedad de autosemejanza, es decir, miles de

réplicas del fractal a menor escala (ver Fig. 1.11).
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Figura 1.11. Conjunto de Mandelbrot
Fuente: (Mandelbrot B. B., 1983)

En capitulos posteriores se presentan otros conjuntos fractales creados me-
diante procesos repetitivos y se expone de manera mas formal el sustento mate-
matico de los conjuntos fractales.
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2. DIMENSION Y MEDIDA DE HAUSDORFF
2.1 Introduccién

Antes de que se estableciera la teoria de los conjuntos (alrededor de 1870), la
idea de dimension era vaga y se basaba esencialmente en la definicion intuitiva
dada por Euclides (= 300 a. C.):

* Un punto es aquel que no tiene partes.

* Una linea es una longitud sin espesor.

* Las extremidades de una linea son puntos.

« Una superficie es aquella que tiene solamente longitud y
* ancho.

* Los extremos de una superficie son lineas.

Posteriormente se defini6 la dimensién de un conjunto como el nimero de
parametros necesarios para especificar la posicion de sus puntos en el espacio.
Esta definicion evolucion6 rapidamente gracias a los trabajos de Cantor (Guz-
man, 2006) y Peano (Bernal Gonzalez, Calderén Moreno, & Prado Bassas, 2015)
quien es demostraron inadecuada tal nocion, mediante la construccion de dos
mapeos entre subconjuntos de espacios euclideanos en R? y R:?

* Un mapeo no-continuo invertible de Cantor (1872)
* Un mapeo continuo no-invertible de Peano (1890)

2.1.1. El mapeo no-continuo invertible de Cantor (1872)

Cantor encontr6é un mapeo invertible del cuadrado unitario [0, 1]®[0, 1] en
el intervalo unitario [0, 1], usando un mapeo 1 a 1, como se muestra en la Fig. 2.1.

2Un objeto es autosimilar si se cambia la escala tantas veces como se desee y se sigue
obteniendo una figura.
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%——»t

x 0 1

1
Figura 2.1. Mapeo de cuadrado unitario.

El procedimiento consiste en tomar cada punto (x , y) del cuadrado y hacerle
corresponder un punto ¢ en el intervalo unitario, para ello las coordenadas x y y se
expresan en binario, es decir, x=0. n,n,n,n ..., y=0. n,n,n n, .. donde los
n. son todos ceros o unos. El punto (x , y) es mapeado al punto ¢ en el intervalo

con unica coordenada = 0. nyn,n,n.n, ..

Aunque este mapeo es 1 a 1 esta lejos de ser continuo (pues no se cumpleque-
la imagen inversa de cada entorno de #, esunentorno de ( x,, y,)).-

Este mapeo demuestra que un cuadrado no puede ser considerado “bidimen-
sional” simplemente porque se usen dos coordenadas.(jUna es suficiente!). Sin
embargo, aun se esperaria que la definicion en base al numero de pardmetros sea
usable si se excluyeran las transformaciones no continuas.

No obstante, esta restriccion no es suficiente, como lo demostré Peano (Ber-
nal Gonzalez, Calderén Moreno, & Prado Bassas, 2015).

2.1.2. El mapeo continuo no-invertible de Peano (1890)

Simplemente indicaremos que Peano (1890) us6 un mapeo continuo no-in-
vertible del intervalo unitario [0, 1] en el cuadrado unitario [0, 1]®[0, 1], el mis-
mo que demostro ser continuo, sin embargo, no es 1 a 1 (es decir no es invertible,
a pesar de ser sobreyectivo®) (Cardona & Munera, 2016).

El resultado final es que los mapeos de Cantor y Peano de un conjunto, no
son invariantes* bajo transformacion no-continua 1 a 1 o bien una transformacion
continuano 1 a 1.

*El mapeo : F: § — S’ es sobre cuando el conjunto de imagenes de F coincide con S''.
* Un mapeo es invariante si la imagen no cambia al aplicarle un conjunto de
transformaciones.
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Estos resultados condujeron a una crisis de la definicién de dimension y a
una reconstruccion de una parte importante de la matematica.

2.2 Dimensi6n topolégica

Los resultados precedentes llevan a la siguiente pregunta de Hurwitz. ;Es
posible establecer una correspondencia entre el espacio euclidiano n-dimensional
y el espacio euclidiano m- dimensional®, que contiene tanto las caracteristicas de
las construcciones de Cantor y Peano; es decir, con una correspondencia que sea
1 a1y continua? (Juventeny, 2016)

La respuesta esta dada por el teorema de Lebesgue. A mas de ello, la dimen-
sion Euclidiana ha sido reemplazada por la dimension topologica que en esencia
es similar pero mas precisa:

Teorema de Lebesgue: La dimension topoldgica es invariante bajo transfor-
maciones 1 a 1 y continuas (Petrakis, 2010). Este teorema abrio6 el camino para el
desarrollo de la teoria de la medida.

Mientras que la definiciéon moderna de dimension topoldgica de Menger (Jo-
hnson, 2002) establece que:

Definicion 2.1
El conjunto vacio (9) tiene dimension topoldgica -1.

La dimension topoldgica de un conjunto es el minimo entero n para el cual
cada punto tiene un entorno® arbitrariamente pequefio cuya frontera® tiene dimen-
sion inferior a n.

> Elespacio R" = {(x,x,,...,x )/Vi ,i=1,..nx, € R} (donden=1,2,...) con las
operaciones de adicion de vectores, multiplicacion por escalar y producto interno se
conoce como el espacio euclidiano rn-dimensional.

¢ Un entorno de p es un conjunto ¥ que contiene un abierto U; si este tiene como ele-
mento el puntoy € C .

8 La frontera de un subconjunto S de un espacio topologico es la interseccion de la
clausura de S con la clausura del complemento de S.
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Ejemplos:

1. Un punto esta rodeado solamente por el @, entonces la dimension de la
frontera del entorno es -1, luego n = 0.

2. Una linea esta rodeada solo por el vacio y puntos, entonces n =1

3. Un plano est4 rodeado solamente por el @, puntos y lineas, U entonces n =2

Nota: en la actualidad existen varias definiciones de dimension, las que han
conducido a que la idea de dimension pierda el propio caracter intuitivo y se con-
vierta en un concepto matematico abstracto que puede conducir a resultados in-
esperados e interesantes como es el aparecimiento de dimensiones fraccionarias.
Cada una de tales definiciones puede resultar util para determinados objetivos,
pero no para otros; asi, por ejemplo, la definicion de dimension topoldgica es de
escasa utilidad cuando se trata del tamafio de un conjunto, ya que esta no hace
referencia al tamafio. Como se vera en este capitulo, el tamafio de un conjunto
fractal se evalua de manera precisa mediante la familia de medidas de Hausdorff
{H:t >0} (Rey Simo, 1995).

2.3. Los recubrimientos de un conjunto

2.3.1 Los recubrimientos de Cantor — Minkowski

Definicion 2.2

Para todo x, y € R"con n = 1,2,3 a distancia d entre estos elementos se define:

n

Z(xi—yi)z (2.1)

i=1

d(x,y) =

donde x = (x,XpecesX ), Y= (Vs Yoy oon ¥, )-
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Definicion 2.3

Para todo ¢ > 0, un recubrimiento de Cantor-Minkowski de S € R" (espacio
Euclidiano n—dimensional, donde » = 1,2,3,...) es un conjunto de bolas n-dimen-
sionales B; (x, ) ={ycR"/d (x_,y) <} centradas en cada punto x_de S.

Note que por definicion S€U_ B, (x )

La unidn de los elementos del recubrimiento de Cantor - Minkowski define
el conjunto S (6) = U_ B, (x_), el cual es llamado conjunto suave que satisface
el siguiente limite:

limS(5) =S (2.2)
6—-0
Es decir, en el limite cuando 6 — 0 el conjunto S ( J ) coincide con S.

Asi, por ejemplo, para encontrar la medida (volumen) de un cubo § se pue-
den seleccionar esferas B, centradas en cada punto del cubo y tomando un 6> 0
prefijado lo suficientemente pequeiio se encontraria que el volumen de § seria
aproximadamente el volumen de § (d) (Véase Fig. 2.2).
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Figura 2.2. Vista frontal de un recubrimiento de Cantor-Minkowski a un cubo, donde el
recubrimiento es total para § — 0.

Por supuesto, las regiones no cubiertas en la Fig. 2.2 por las esferas B cen-
tradas en cada punto del cubo tienden a cero para 0 — 0; esto es, en concordancia
con el limite dado por la expresion (2.2).

2.3.2. Los 6 - recubrimientos
Definicion 2.4

Llamamos d-recubrimiento de 4 € R" (donde n= 1,2,3....) a una coleccion
numerable’ (o finita) de conjuntos B,= 1,2,3,... de diametro a lo mas ' ; que

cubre 4; es decir,
(0]
sel [ m
i=1

° Un conjunto S es numerable o contable si se puede establecer una correspondencia 1
a 1 con un subconjunto de los naturales.

10Sea 4 < R"se define el diametro del conjunto A denotado como diam (4) = sup{d (x
V)xy €A}
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2.4 Medida de Hausdorff

En virtud del enfoque y de la tematica del presente trabajo resulta util in-
troducir el uso de medida y dimensién de Hausdorft que, en cierta forma, da
una manera de cuantificar la porcion “ocupada” por un conjunto, asi como de su
grado de irregularidad, por ello comencemos dando las siguientes definiciones:
(Juventeny, 2016), (Alegria, 2018) y (Montero Pascual, 2003).

Definicion 2.5

Por una medida', en un espacio medible (Q,.A)—con A algebra o anillo—,
entenderemos una funcion no negativa

pu: A — [0, o]

que satisface:

(@) u(9) =0

(b) Es numerablemente aditiva, es decir, si dados A, A, . .EA disjuntos
—es decir tales que A4, N A]., para i# j— y cuya union esté en A (esto es automa-
tico si A es c—algebra), entonces:

2 (O An) = i n(4y,)
n n=1

=1

Si la condicion (b) solo es valida para colecciones finitas de conjuntos dis-
juntos, 4, ..., A , diremos que la medida es aditiva. Diremos que una medida p
es o—finita si existe una sucesion de conjuntos medibles y disjuntos A € (A, tal
queUA =QycadaU (4) <.

Llamaremos probabilidad a toda medida verificando pu(Q) = 1.

' Algunos autores la llaman medida positiva.
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En nuestro caso, dado un espacio topologico (2, T), su union U, A € T,
llamaremos c-algebra de Borel a la generada por sus abiertos, que denotaremos
o(T) = B(Q) y a sus elementos borelianos.

Ahora falta ver que H; es una funcion a valores positivos y que satisface la
aditividad numerable:

vneN, A, €p, AjnA=0, j*k

= Hj <U An> = 5 () 23)
n=1 -

En efecto por cada boreliano A se tiene que 0 < H§ (A) < oo esto porque,

6 f >0luego0<3, 6 f < oo aplicando el infimo en cada miembro de la des-

igualdad tenemos entonces que 0 < H§ (4)<co.

Definicion 2.6

Sea 8 la familia de los Borelianos de R", s € R+ y 0 > 0 se define la MEDIDA
DE HAUSDORFF cuya notacién es H; como la funcion:

H: B - R*
A — H3(A) = inf {¥; 6}

{B;}

donde:

{Bi}i:h”_m esun J-recubrimiento de Ay J, = diam (B)) <.
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2.4.1 Propiedades de la medida de Hausdorft

Juventeny (2016) manifiesta que H§ esuna medida positiva c-aditiva, (p.18).
De esto se sigue que H; cumple con las siguientes propiedades:

* H (0)=0, por definicion.
e Aditividad numerable:

vj, j=1,2,...,n; AN A =0 j*k

n
]:

Esto se demuestra utilizando la propiedad de aditividad numerable, y toman-
doVk>n, A, =0.

e Monotonia:
Paratodo A,BEfS,siASB H; (A)<H; (B)

Demostracion: Como A es un subconjunto de B se cumple que B=A U (B
—A) yANn(B—-A)=0

H§(B) = H§ (A) + H§ (B~ A) > H§ (A) (2.4)
por lo tanto, H$(A) < HY(B) (2.5)
Definicion 2.7

Segun Juventeny, A. (2016) la medida s-Dimensional de Hausdorff de A se
define como:

H*(4) = lim H (4) 2.6)
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Nota: Por cada boreliano A se tiene que 0 < H(A ) < o esto porque, 0 <

H; (A) < oy aplicando el limite cuando 6— 0 en cada miembro de la des-
igualdad se tiene que 0 < H*(4) < oo.

2.4.2. Propiedades de la medida s-dimensional de Hausdorft

De la misma manera que se hizo para la medida de Hausdorff, se puede de-
mostrar que H® es una medida positiva c-aditiva. Por tanto cumple también con
las siguientes propiedades:

* H()=0
e Aditividad finita

Vi, j=1,2,.,n AiNA =0 j*k =

n
n
HS UA,- - HS (4))
=

j=1

¢ Monotonia
VA BEB si ASB H'(A)<H(B)

2.5 Dimensiones de Hausdorft'y fractal

El parametro S no negativo juega un rol esencial en la medida s-dimen-
sional de Hausdorff.

En efecto, para cada conjunto A y 6 <1,con t> S se tiene para un

o-recubrimiento de A:
of < 67

5f < 817567
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donde los J, son los didmetros del J-recubrimiento de A. Ademas, se cumple
también:

sE< 65y 67
R
tomando el infimo resulta:

H5(A) < 8" °Hj (4)

en el limite cuando 6—0 vemos que si H® (A4) < o entonces:

HE(A) < OHS (A
(4) = (4) @7

H'(A) = 0.

Analogamente, para s >t se llega a la conclusion que H'(A) =« .

Para s = tse puede decir que 0 < H/(4) < .
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H (),

:

co

Figura 2.3. H*(A4) vs. s salta de o a 0 en correspondencia con el valor critico de s.

Definicion 2.8

Dado un boreliano no vacio A € R ™", sea:

D(A) =inf {s >0/HS(A) =0}

(2.8)
= sup{s > 0/H5(A) = o}

Diremos que A tiene dimension de Hausdorff-Besicovitch denotada con
D(A) (Juventeny, 2016).
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En particular se tiene que

o si s<D(A)

H(A) = {O si s>D(A) 2.9)

SiS= D (A) entonces H* (A) puede ser cero, infinito o satisfacer:

HS (A .
0 <H'(A) < e (2.10)

Definicion 2.9
Si la dimension de Hausdorff excede la dimension topoldgica, entonces la
primera es denominada dimension fractal.

La dimension fractal es un nimero no negativo que permite la comparacion
entre conjuntos fractales diversos, en cierta forma mide la capacidad que tiene un
conjunto de llenar el espacio donde esta incluido.

2.5.1. Propiedades de la dimensién de Hausdorft

La dimension de Hausdorff satisface las siguientes propiedades:

1. Conjuntos abiertos.- SiA c R" (donden=1, 2, 3 ...) es abierto, entonces
D(A) =n ya que A contiene una bola n-dimensional de volumen positivo.

2. Monotonia.- Si A € B entonces D(A) < D(B) esto se sigue inmediata-
mente del hecho que H* es una medida y por tanto cumple la propiedad de mono-
tonia; es decir, H* (A) < H* (B)

3. Estabilidad numerable.- Sean A, A,,..., una coleccién numerable de
conjuntos borelianos entonces:

D( Ai) = sup {D(4)} (2.11)
i=1 i

4
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(es decir, la dimension de Hausdorft de un conjunto es el supremo de las
dimensiones de sus subconjuntos).

4. Conjuntos numerables.- Si 4 es numerable, entonces D(4) = 0, por la
propiedad anterior en la que se toma A, como un solo punto.

2.5.2 Dimensién de conteo de cajas como una aproximacién a la
dimensién de Hausdorff

Para entender el comportamiento de la medida de Hausdorff H§ de un con-
junto finito de puntos en el espacio, aproximemos esta medida usando hipercubos
de lado ¢ disjuntos entre si como 6-recubrimiento, de modo que se produzca un
(aproximado) recubrimiento Optimo; es decir, ignoramos el infimo. (Nakayama
& Yakubo, 2003).

Entonces, se establecen las siguientes proporcionalidades (Larraz Mora,
2002):

N
HS oczl 55 = N(8)8° (2.12)

i=1

donde N(9) es el nimero total de cajas requeridas para cubrir el conjunto (por
ejemplo, para un conjunto incluido en un espacio tridimensional, usamos cubos;
en un espacio bidimensional, usamos cuadrados, etc.).

Para una linea de medida L incluido en el espacio unidimensional, el nimero
N de segmentos lineales de longitud § necesarios para recubrirla es:

N(6) = L0/6

La longitud L de la linea es:
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i i 0 _
L—gl_r)l(l)N((g)S—lalLI(l)Lo(S =1L,

La medida L llega a ser asintoticamente igual a la longitud de la linea y es
independiente de &.

Si asociamos un area A con el conjunto de puntos de una linea, el nimero de
cuadrados es nuevamente N (&) y cada cuadrado tiene un area de 6°. El area viene
dada por:

A =1imN(6)6% = lim Ly61=0
6-0 -0
De manera similar si asociamos un volumen V/:
V =1lim N(6)63 = lim Ly6%=0
6-0 6-0

Segln nuestro método de medida el area y el volumen de una linea tienden a

cero a medida que J se hace mas pequefio. En el caso de lineas, la inica medida
interesante es la longitud.

Si consideramos a continuacidon un conjunto de puntos que definen una su-
perficie de Area A y empleamos cuadrados para realizar la medida tenemos:

— 1 2 _ i 0_
A_}slir(l)N(S)S —(lsl_r)r(l)AO(S A

El nimero de cuadrados necesarios para recubrir a superficie es N(6) = A,/

¢%. En el limite, el area de la superficie se aproxima a A a medida que ¢ tiende a 0.

El volumen de la superficie analizada es:

V =1limN(6)6% = lim 4,6'=0
6-0 6-0
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Formalmente se puede asociar una longitud con una superficie:
L=1limN(8)5 =1limLy6~! = o
6-0 §5-0

La longitud se hace infinita para una superficie por lo que la tnica medida
util es el area.

Seglin Kraft, R. (1995) si definimos una funcion 4(8) = yd° para recubrir un
conjunto A de medida (Larraz Mora, 2002).

H§ =X h(5) =Xy8° =y(s)N(5)6° (2.13)

donde y es un factor geométrico. Ahora analicemos el valor de la medida

s-dimensional de Hausdorff. Aplicando el limite cuando 6 — 0 a ambos lados de
(2.13) resulta:

. S — ]; S
lim Hg = limy(s)N(68) &

(2.14)
_ sean [0 si s<D(A)
_H(A)_{O si s>D(4)

Como ya se ha indicado, existe un valor de s para el cual la medida s-dimen-
sional de Hausdorff puede ser un valor finito a; es decir, si se cumple esto para un
S igual a la dimension de Hausdorft del conjunto 4; es decir S = D(A) se tiene
que:

HP(4) = }Sii% H (A) =a (2.15)

Si H* (A) no es finita, es decir H* (A) = o entonces S < D (A), como puede
verse en la ecuacion 2.14.
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A modo de ejemplo puede verse que la medida de una curva, superficie y
volumen finitos son respectivamente los siguientes (Larraz Mora, 2002)

L=1lmN (88 =L,
A= }Si_l}(l)N(S)62 = Ay

— 1 3 _
V—lalI)I(I)N((S)(S =1 (2.16)

Para que estas ecuaciones tiendan a aquel valor finito respectivo tiene que
ser D = S. De ahi que, observando las ecuaciones (2.16), se concluye que el
exponente de 0 es s = 1 para una curva, s = 2 para una superficie y s = 3 para un
volumen; esto es, la dimension de Hausdorff es D = 1 para una curva, D = 2 para
una superficie y D = 3 para un volumen.

Mandelbrot (1996) idedé un método sencillo para estimar la dimension de
Hausdorff-Besicovith D(A) es el llamado conteo de cajas. Asi, un conjunto puede
recubrirse con cuadrados de longitud J y este proceso puede realizarse para cua-
drados de diferentes longitudes J. El nimero de cuadrados de diferente tamafio &
necesarios para recubrir un conjunto viene dado por la expresion:

N(8) = ad Peaja (4 (2.17)

Donde Dcaja (A) es la llamada dimension por conteo de cajas y coincide apro-
ximadamente con la dimension de Hausdorft-Besicovitch.

Definicion 2.10

La aproximacién por conteo de cajas de la dimension de Hausdorff puede
considerarse como una definiciéon de dimension por conteo de cajas (también
llamada dimension de cajas y algunas veces dimension de capacidad). Esta nue-
va dimension sera denotada como: D.. (A) que se definird como aquella que
satisfaga:
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N(6) = asP@ (2.18)

La cual evidentemente puede ser obtenida a partir de la pendiente que resulta

del grafico In N(0) vs. In d, que es una recta con pendiente —D como facilmente
puede constatarse mediante la expresion (2.18):

InN(8) = In(as~P@)
(2.19)
InN(6) = Ina - D(A)Inéd

Cuya representacion grafica es, por lo tanto, como la que semuestra en la Fig. 2.4.

InN(8) ,

0 » Ind
0

Figura 2.4. El grafico de In NV (8 ) vs. In 6 es una recta con pendiente. —D.
Fuente: adaptado de (Helmberger, et al.,, 2014)
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3. CONJUNTOS FRACTALES

3.1 Introduccién

El desarrollo de la geometria y su aplicacion a los objetos presentes en la
naturaleza ha demostrado ser de fundamental importancia en varios campos de
la ciencia. A este mismo respecto, Mandelbrot, en un gran niimero de articulos
cientificos, trata con la geometria de muchos fendmenos naturales, que van desde
la escala subatomica hasta la planetaria. El mismo Mandelbrot (1983) fue quien
introdujo la ahora denominada geometria fractal.

Mandelbrot, usando la geometria fractal y apoyado en algoritmos adecuados
que han sido corridos en modernas computadoras, ha logrado construir hermosos
paisajes. De aqui se deduce que los fractales capturan la esencia de la superficie
topografica de la Tierra (Mandelbrot B. B., 1983).

El término fractal fue tomado del latin fractus para describir objetos (reales
y abstractos) considerados “irregulares” por la geometria tradicional. Algunos
ejemplos son:

« perfiles costaneros

 asperidad topografica

* las fluctuaciones en meteorologia
* las oscilaciones en economia

A fin de desarrollar la teoria basica de la geometria fractal, en este capitulo se
discuten conceptos relacionados a su definicion, propiedades y homotecia.

3.2 Definicién de fractal

Mandelbrot (1983) ofrece la siguiente definicion tentativa de un fractal.

Definicion 3.1

"Un conjunto A se dice que es un fractal si la Dimension de Hausdorff es
estrictamente mayor que la Dimension Topoldgica".

Y Mandelbrot (1986) propone nuevamente otra definicion de fractal:
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Definicion 3.2

“Un fractal es algo hecho de partes similares al todo”.

Esta ultima definicién contiene una caracteristica importante de muchos ob-
jetos o fenomenos naturales, esto es que un fractal se ve lo mismo a cualquier
escala (ver Fig. 3.1).

o - b B
Figura 3.1. Formacion de cristales detriticos.
Fuente: https://pxhere.com/es/photo/418780

Cabe senalar que hasta ahora no existe una definicion satisfactoria y que sea
completamente aceptada, ya que cada una de las propuestas excluyen elementos
considerados como fractales por otras. Asi, por ejemplo, si consideramos el es-
pacio euclideo con dimension n = 3 y una recta incluida en este espacio, con D,
=1y D, = 1; segln la primera definicion de las aqui propuestas, la recta no seria
un fractal, pero por la segunda si lo es, pues la recta se ve la misma en cualquier
escala.

3.3 Propiedades de los fractales

3.3.1 Interseccion de fractales

La propiedad de la interseccion de conjuntos fractales es extremadamente im-
portante, especialmente en las aplicaciones practicas. Asi, considérese el problema
de determinar la interseccion de dos conjuntos fractales £, F'con dimensiones D(E),
y D(F), respectivamente.

Introduzcamos ahora la definicion de codimension (fractal)geométrica. Ade-
mas, denotemos en esta seccion la dimension fractal de un conjunto ' como
dim (F). (ver definicion 1.8).
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Definicion 3.3

Dados dos conjuntos borelianos X'y F C X, la codimension (fractal) geomé-
trica, de /' denotada como cod,(F) esta dada por:

cod, (F) = dim, (X) - dim_(F) (3.1)
sila dim, (X) < 0.

Pasemos ahora a expresar el niimero N (F) de hipercubos de lado ¢ que cu-
bren F, por medio de la dimension fractal de F:

Ns(F) < 6§ (3.2)

donde dim (F) =s.

Definicion 3.4

Dados dos conjuntos borelianos, F y E, supongamos que F € E c R", y
que la dim,(E) = D; la fraccion de E ocupada por F (en la escala 6), denotada
como Fr,(F), esta dada por:

Frs(F) < 6P675 = &6¢ (3.3)

donde, c = D - S es la CODIMENSION (fractal) de F.

Pasemos a interpretar Fry (F) como la probabilidad de que un punto escogido
al azar de E pertenezca a F.

Consideremos dos conjuntos fractales A y B incluidos en E'y estadisticamente
independientes, podemos afirmar que la probabilidad de que un punto “escogido
al azar” de E pertenezca a A N B es proporcional al producto de Fr; (A) Fry(B).
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Con base en el trabajo de Schertzer, D., Lovejoy, S., & Hubert, P. (2002),
a continuacion se estable el teorema de la interseccion de conjuntos fractales
(Schertzer, Lovejoy, & Hubert, 2002).

Teorema 3.1. (Teorema de la interseccion de conjuntos fractales)

Dados dos conjuntos fractales A y B independientes > en E c R" (donde n=1,
2,3 ...) y usando la notacion precedente se tiene que:

cod (A N B) = inf { D, cod (A) + cod.(B)} (3.4)

Demostracion
Ya que: Frs (A n B) = Frs (A) Frs (B)
entonces: 5€0dr(ANB) — scodp(A)+codp(B)

codr(A n B) = codg(A) + codp(B) (3.5)

Aplicando logaritmo en base ¢ a ambos miembros de la ecuacion (3.5), resulta:
cod, (A n B) = dim,(B) — dim,.(A n B) (3.6)

Esto significa que las codimensiones son aditivas bajo interseccion, pero esto
solamente tiene sentido geométrico si cod, (AN B) < D.

En efecto de (3.1) resulta que:

cod, (A n B) = dim,(B) —dim, (A n B)

12 Dos conjuntos fractales 4 y B se dicen independientes si la probabilidad de
P(ANB)=P(4)P(B).
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cod,(ANB)-D=-dim_,(ANB)

De ahi que si cod ,(A N B) < D, entonces dim (A N B) > 0 lo cual es correcto
(por una de las propiedades de la dimension de Hausdorff) pero si cod, (A N B) >
D entonces dim, (A N B) <0, un valor que carece de sentido geométrico.

Asi para conjuntos fractales donde cod, (A N B) > D implica que no se inter-
secan. Por lo tanto, para que se dé¢ la interseccion de dos conjuntos fractales debe
al menos cumplirse que dim (A N B) =0 con lo que cod,. (AN B) = D.

Asi, combinando todos estos resultados se puede resumir en el teorema de la
interseccion:

cod, (AN B) =inf{D, cod, (A) + cod, (B)}

3.3.1.2 Proyeccion de fractales

Considérese la proyeccion de un conjunto 4 (incluido en algun espacio, pro-
yectado sobre un subespacio). Para concretar, considérese una mancha de nube
proyectada sobre la superficie de la Tierra (la proyeccion es la sombra de la nube;
véase la Fig. 3.2). (Sanchez, Alfaro, & Pérez, 2005)
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L] e

., SR

Sombra = Proyeccion

Figura 3.2. Proyeccion de una nube.

La proyeccion sobre un plano posee la dimension D(Ap) =min {D(A4), 2}.
Para probar esto, se debe utilizar precisamente el teorema de interseccion para
cada rayo de luz. Si algin subconjunto de la nube tiene D > 2, entonces de acuer-
do al teorema de la interseccion, una interseccion ocurrira para todos los rayos
que van hacia la correspondiente region, de ahi que D, = 2 implica que la
sombra tiene un area. Inversamente, para cualquier subconjunto de la nube con D
< 2, los rayos de luz generalmente no intersecaran; por lo que la dimension de la
proyeccion sera la misma del conjunto original.

A este punto y en base a simples observaciones, se puede concluir que exis-
ten subconjuntos de nubes con D, > 2 (por el teorema de interseccion); estos
subconjuntos darian lugar a las sombras.

En general
D (Ap) = min{D(A),D (de la proyeccion espacial)}  (3.7)

Notese que, en nubes reales, se da la multiple dispersion de la luz; el campo
de radiacion resultante no esta trivialmente relacionado al campo de agua liquida
contenido en la nube. Esto conlleva a que no se deduzcan directamente y en for-
ma completa las variaciones de la densidad de las nubes de agua a partir de los
campos de radiacion asociados.
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3.3.2 Producto de fractales: adicion de dimensiones

Segun Falconer, K. sean S, y S, conjuntos incluidos en los espacios euclidia-
nos R” y R", respectivamente.

Denotemos con § = S ®S, € R”® c R* el producto cartesiano de S, y S..
Segun Falconer (1990) se tiene que:

D(5,®S; ) = D(51) + D(S,) (3.8)

3.4 Similitud y homotecia

Entre los fractales mas simples se incluyen aquellos “intrinsecamente simé-
tricos” constituidos por partes similares al conjunto global (Feder, 1988).

Nota: La auto-similaridad no es una propiedad solo de fractales.

Definicion 3.5

Un conjunto A € R" se dice que es auto-Similar si es invariante'® respecto a
traslaciones y homotecia.

Ejemplo: Mostremos que la recta es un conjunto auto-similar.

Para ser mas precisos, consideremos una recta S incluida en el espacio tridi-
mensional que pasa por el punto X, y con direccion a, cuya ecuacion esta dada por:

X = X9 + ta, —o <t < 4o (3.9)
donde, x = (x, x,, x,),a=(d, d, d,)

Si se cambia la escala de longitud, multiplicando las componentes de cada
punto x de la recta por r, entonces los puntos x se transforman en nuevos puntos x’
= rx = (rx,, rx,, rx,) obteniéndose asi un nuevo conjunto de puntos rS, dado por:

13 Un conjunto 4 es invariante si no cambia al aplicarle transformaciones geométricas.
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X = r(x, + ta) 3.10)

X =xp+ta— (1-r)x 3.11)

donde —o < t' < 400, cont' =rt

Si ahora se traslada el nuevo conjunto de puntos, rS, a la posicion (1 — r)
X, se recobra el conjunto original de puntos S. Es decir que la linea es invariante
bajo cambio de escala.

Usando un andlisis andlogo al interior también se demuestra que la recta es
invariante bajo traslaciones X — X + an, con n cualquier nimero real.

Asi, por ejemplo, con estos argumentos se concluye que el plano y el espacio
tridimensional son invariables bajo traslacion y homotecia.

Otros conjuntos no cumplen con estas fuertes simetrias de traslacion e inva-
rianza de escala. Por ejemplo, el circulo no es invariante bajo traslaciones o bajo
cambio de escala (pero si es invariante bajo rotaciones alrededor de su centro).

3.4.1 Dimensién de similaridad

Un segmento finito S de una recta no es invariante bajo homotecia, ya que
trasladandole siempre resulta un nuevo conjunto de puntos. Sin embargo, si se
cambia la longitud por un factor de escala » < 1, se genera un nuevo conjunto de
puntos S’ = rS que es un segmento de recta mas pequeio (es decir de diametro
mas pequefio). Este segmento puede ser trasladado para cubrir parte del segmen-
to original S, el cual para ser cubierto totalmente requiere de NV segmentos S'.
En este caso se dice que el conjunto S es auto-similar con respecto al factor de
escalar.

Por ejemplo, para un segmento de longitud unitaria podemos escoger
r(N) = 1/N, con N cualquier entero; para un rectangulo podemos escoger

r (N) = (1/N)"?. Similarmente para un cubo escogemos r (N) = (1/N)'/*

En general, el factor de escala se expresa por:
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1

r(N) = (%)D_S (3.12)

Por lo que D_, conocida como dimension de similaridad, vale 1, 2 'y 3; para
segmentos, rectangulos y cubos, respectivamente.

Definicion 3.6

Sea A c R", la dimension de similaridad del conjunto A, denotada como D_
se define como:

InN
Ds = —T(N) (3.13)

donde r(N) es el factor de escala y N es cualquier nimero entero.

El factor de escala r(N) y N de un conjunto autosimilar no estan univoca-
mente determinados por D, ya que se verifica que conjuntos con parametros (F,
N)y (r", N™) tienen la misma dimension de similaridad.

Comparando las ecuaciones (2.18) y (3.13) se ve que al tomar un 6 = r (N)
resulta que la dimension fractal coincide con la dimensién de similaridad. Por
supuesto esto serd cierto solo para conjuntos fractales autosimilares.

Por lo expuesto anteriormente, para conjuntos fractales autosimilares, la di-
mension de similaridad al igual que la dimension fractal, mide la capacidad que
tiene un conjunto de llenar el espacio donde esta incluido.

Ejemplo:

El cuadrado de lado 1 es un fractal autosemejante formado por N = 4 copias
suyas a escala r=0.5. La dimension de similaridad de un cuadrado es 2 como se
puede ver a continuacion:
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D InN
ST Inr(N)

In4
s In0.5

Figura 3.3. Cuadrado de lado 1.

El cuadrado de lado 1 es un fractal autosemejante formado por N = 4 copias
de si mismo a una escala r=0.5.

A menudo resulta ttil el siguiente punto de vista acerca de la invarianza de escala.

Definicion 3.7

Las funciones que satisfacen la relacion de homogeneidad:
fQAt) = 29F (©) (3.14)

para todos los valores positivos del factor de escala 4, se dice que son fun-
ciones de homotecia.

Teorema 3.2
SeaAcR'conn=1,2,.,.A>1y APA={A"x/x € A}

entonces:
HS(A™t 4) = 27°H*(4) (3.15)
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donde A7'A representa una reduccion del conjunto A por un factor (ver Fig. 3.4).

Figura 3.4. Reduccion del conjunto A por un factor A.

Demostracion:

Sean:

el J-recubrimiento del conjunto A

A7! A la reduccion del conjunto A por un factor A

el ¢'-recubrimiento de 71 4

i

§ = 1718

(SIL' = /1_161'

Hip 7 ) = in 1) o'
t i

L

l

= 1H3(4)
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entonces aplicando el limite cuando 6 — 0
lim H; 1,271 4) = lim ASH3(A
I Hamnp (7 A) = Jimy AHG ()

se sigue que:
HS(A™1 4A) = 17SHS(A)

De este teorema se concluye que H* es una funcion de homotecia con o = S.

3.5 La curva triddica de koch

Esta curva (ver Fig. 3.5) se introduce como un ejemplo de la determinacion
de la dimension fractal.

La construccion de la curva de Koch inicia con un segmento de recta unitario
de longitud L(1) = 1, con 0 = 1. A este segmento lo denominaremos iniciador.
El iniciador es la 0-ava generacion de la curva de Koch. Para construir la curva
de Koch se procede a reemplazar el iniciador por el generador, mostrado como la
curva marcada con n =1 de la Fig. 3.5, la cual es una curva con cuatro segmentos
de recta cada uno de longitud 1/3. La longitud de la curva es ahora L(* /,) = 4/3
cono=1/3.

La siguiente generacion se obtiene reemplazando cada segmento de linea por
una version del generador en menor escala. Por lo tanto, la segunda generacion
consiste en una curva con N = 4% = 16 segmentos cada uno de longitud 6 =372 =
1/9, y la longitud de esta curva es L(1/9) = (4/3)*=16/9.

Analogamente, si se aplica un generador reducido a todos los segmentos de la
curva se obtiene una nueva generacion. Tal curva es llamada prefractal.
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>

n=4

n=>5

Figura 3.5. Construccion de la curva triadica de Koch.

Ya que nuestro propdsito es encontrar la dimension fractal de esta curva co-
mencemos calculando la dimension de Hausdorff definida en la ecuacion (2.14)

de la siguiente manera: en la n-ava generacion tenemos N(J) = 4" segmentos
cada uno de longitud 0 = 37", la longitud de la n-ava generacion prefractal esta
dada por L(0) = (4/3)

Asi la medida de Hausdorff resulta ser igual a:

Hi=YN 5% = N(6)6° = 4"3™™ns (3.16)

La misma que diverge o tiende a cero a medida que J decrece, a menos que

se escoja s = D.Y, segiin el 0 - recubrimiento tomado, resulta que:
-D
N(o) = o
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entonces:
4n = (3-1)~D
4n — 3nD
enln4_ ,nDIn3
nln4=nDIn 3
nln4=nDIn3
In4=D In 3
_In4 (3.17)
In3

donde D = dimension fractal de la curva de Koch.

Ya que la dimension de Hausdorff excede estrictamente la dimension topolo-
gica (D, = 1), de la curva de Koch, se concluye que esta curva es un fractal con
dimension fractal D = 1.26.

Aplicando la definicion 3.6 a la curva de Koch, resulta que:

f@t)= 2f (1) (3.18)

cona=1yA=(1/3)"
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3.6 El conjunto triddico de cantor

El conjunto triddico de Cantor genera muchas propiedades y caracteristicas
importantes de los fractales. Como se muestra en la Fig. 3.6, el iniciador es el
intervalo unitario [0,1], el generador divide el intervalo en tres partes iguales y
borra la parte de la mitad dejando sus puntos extremos. El generador es aplicado
otra vez a cada una de las dos partes. Este procedimiento se repite indefinida-
mente, con lo que se generan rapidamente segmentos de otra longitud. La figura
muestra la construccion de las primeras cinco generaciones. (Rubiano, 2002).

Figura 3.6. Construccion del conjunto triadico de Cantor.
Fuente: (Mandelbrot B. B., 1983)

Después de un numero infinito de generaciones, lo que permanece es un
numero infinito de puntos dispersos sobre el intervalo, a los cuales se les suele
llamar polvo de Cantor. (Mandelbrot B. B.,1983).

En lo que sigue se evaluan varias de las dimensiones introducidas en las sec-
ciones precedentes para el conjunto de Cantor.

Comencemos calculando la dimension de Hausdorff definida en la ecuacion
(1.14): en la n-ava generacion tenemos N (J) = 2" segmentos cada uno de longi-
tud I = (1/3)", parai = 1,.., N(J); de ahi que es posible cubrir completamente
el conjunto triddico de Cantor con segmentos de longitud 6 = I.. Asi la medida de
Hausdorff resulta ser igual a:

Hi=YN 6° =N(8)6° =2(1/3)"™ (3.19)
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La misma que diverge o tiende a cero a medida que J decrece, a menos que

se escoja s = D.Y, segun el ¢ - recubrimiento tomado, resulta que N(d) =0 72,
entonces:

57PsP = 2n(1/3)"P

_ InN(9)
B Ino

B In2"
~ In(1/3)"

In2

Ya que la dimension topologica del conjunto de Cantores D, =0con D, <D
se concluye que el conjunto triddico de Cantor es un fractal con dimension

In2
D= ~(0.633.
In3

Para hallar la dimension de similaridad se puede considerar que, cambiando la
escala de longitud por un factor r = 1/3, se requieren N = 3 segmentos para cu-
brir el segmento original, entonces la dimension de similaridad segtn la ecuacion
(3.13) es:

InN In2
_ —_c 3.21
Dg = ln(l/r)_ln3~0'633 ( )

Como se observa la dimension de similaridad coincide con la dimension
fractal para el conjunto triddico de Cantor. De esto se concluye que el conjunto
triadico de Cantor es autosimilar.

A continuacion, se analiza el caso en que los segmentos de la curva triadica
de Cantor de la Fig. 3.6 no son de la misma longitud. Para ello considérese la
Fig. 3.7 donde se muestra la barra de Cantor que resulta cuando el segmento de
la izquierda tiene longitud /, = V4, y el otro tiene longitud 7, = 2/5.
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Evaluemos la dimension de este conjunto de Cantor S:

En la n-ava generacion hay N = 2" segmentos, el segmento mas pequefio

tiene un longitud, i = (1/,)" y el mas grande un longitud 13- = %/ )" Genera-
n!

lizando, se encuentra que hay (Z) = Xn—p)!
(n—kK):

segmentos con longitud jkjn—k,

conk=0,1,2,...,n; cuya medida Hi estd dada por:

n _ NS
H = S0 = Bpoo (3 WSl = G+ (5

Figura 3.7. Construccion de una barra de Cantor con dos factores de escalay con /, =
1/4yl,=2/5. La dimension fractal de este conjunto de Cantor es D= 0. 6110.

Ya que n se incrementa al infinito a medida que la longitud de escala

o= 1721 tiende a cero, resulta que H; permanece finita si y solo si s =D, donde D
satisface la ecuacion:

(P +12)=1 (3.23)

Por ejemplo, una solucién numérica de esta ecuacion con/, ='/, y [, =2/5,da
D = 0.6110.
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4, TEORIA MULTIFRACTAL
4.1 Introduccion

Los multifractales fueron introducidos por Mandelbrot (1972, 1974) y poste-
riormente el interés por estos empezo con los trabajos hechos por Grassberger y
Procaccia (1983).

En la literatura es posible encontrar un considerable nimero de aproximacio-
nes a la definicion de multifractales, pero al igual que en los fractales no existe
hasta ahora una definicion precisa. En la presente exposicion se estudiaran desde
un punto de vista geométrico.

Con la utilizacion de los multifractales podemos describir de mejor manera
las observaciones experimentales que con un simple modelo tedrico.

4.2 Medidas multifractales

Las medidas multifractales se refieren al estudio de una distribucion de can-
tidades fisicas u otro tipo de cantidades sobre un soporte geométrico. Tal soporte
puede ser un plano ordinario, la superficie de una esfera o volumen, o ser un frac-
tal. A modo de ejemplo se podria considerar la poblaciéon humana distribuida so-
bre la superficie terrestre, la distribucion de la disipacion de energia en el espacio
o la distribucion de impurezas sobre e internamente a la superficie de una botella.

La idea de que una medida multifractal pueda representarse en términos de
medidas de subconjuntos fractales interrelacionados que tienen diferentes expo-
nentes de homotecia abre un nuevo dominio para las aplicaciones de la geometria
fractal a sistemas fisicos (Montero Pascual, 2003).

4.3 El proceso de compactacién

Considérese una porcion de algiin material en forma de barra rectangular, que
tiene una densidad p, = 1y una longitud / = 1, por lo tanto la masa sera i, = 1.
Procédase ahora a cortar la barra en dos mitades de igual masa u, = u, =% ya
martillar cada una de ellas de modo que la longitud de cada parte se vuelva I, =
1/3. Mediante este procedimiento la densidad se incrementa a p, = u, /1, = 3/2.
Mandelbrot (1977) llamo a este proceso compactacion (curdling), ya que una
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distribucion de masa originalmente uniforme se concentra en muchas peque-
flas regiones con una muy alta densidad.

Repitiendo este procedimiento se encuentra que la n-ava generacion consta
de N = 2" barras pequefias, cada una con longitud /, = 3™ y masa u, = 27"; por
lo tanto la densidad es p, = u. /.= (3/2)" parai=1, ..., N. Notese que el proceso
conserva la masa, esto es:

i=1 (4.1)

De aqui que la masa de un segmento de longitud /, < J esta dado por:

— ]
pi =1 (4.2)

donde « es una constante denominada exponente de homotecia, la cual para
la barra considerada (ver la Fig. 4.1) facilmente puede determinarse que es igual

ao= In2

In3
] ]
[ I I I

Figura 4.1. La barra triadica de Cantor.
Adaptado de (Macek, 2007)
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La densidad de cada una de las piezas es, por lo tanto, igual a:
— — a—1
pi = Hi/li = pol; (4.3)

La cual diverge cuando /— 0. El exponente a controla la singularidad de la
densidad y puede también ser llamado exponente de singularidad.

De (4.3) se ve que a medida que la longitud de las barras va disminuyendo,
estas van haciéndose cada vez de mayor densidad. En la fig 3.8 se ha graficado
una version del conjunto triadico de Cantor en la cual la altura de cada segmento
esta determinada por la densidad. Notese que esta modificacion en la construc-
cién de Cantor necesita del exponente de homotecia para describir el modo en
que la altura de las barras se incrementa a medida que el largo disminuye.

Por supuesto, en lugar de considerar el parametro densidad, podria conside-
rarse cualquier otra variable fisica como momento magnético, vorticidad, etc.

Una interesante construccion es la escalera del diablo que puede ser obteni-
da a partir de la barra de Cantor. Para ello coloquese el origen de un sistema de
coordenadas en la parte izquierda de la barra mostrada en la Fig. 3.8, con el fin
de encontrar la masa M (x) contenida en el segmento [0, x] donde x es cualquier
punto del intervalo [0,1], la cual formalmente puede ser escrita como:

X

M(x) = J(; p(x)dx = J;xdu (4.4)

Donde:

p(x)= densidad, siendo cero en las aberturas e infinito en todo el infinito
nimero de puntos que constituye el conjunto de Cantor.

du = elemento diferencial de masa.

De aqui que la masa M(x) permanece constante en los intervalos que co-
rresponden a las aberturas, lo cual puede observarse en un grafico de M(x) vs. x,
como se muestra en la Fig. 4.2.
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M (x)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2. La masa de la barra triadica de Cantor como funcién de la posicion a lo
largo del intervalo [0,1]
Fuente: (Mandelbrot B. B., 1983)

4.4 El proceso multiplicativo binomial

Los procesos multiplicativos representan un util instrumento de andlisis y
simulacidn, ya sea desde el punto de vista tedrico o desde el punto de vista apli-
cativo.'

Las poblaciones o distribuciones generadas por un proceso multiplicativo
tienen muchas aplicaciones y la ventaja de que estas distribuciones pueden ser
facilmente analizadas.

!4 Una sucesion {x } _ se denomina proceso multiplicativo si x . = w x , donde los
nIneN n+l nn
factores multiplicativos wi estan idénticamente distribuidos.
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Sea la poblacion consistente de V' miembros distribuidos sobre el segmen-
to S = [0,1]. Para caracterizar esta distribucion dividase este segmento en pie-
zas (celdas) de longitud 6 = 27, de modo que para cubrir S sean necesarias N
= 2" celdas. Aqui n es el numero de generaciones en la subdivision binaria del
segmento.

La distribucion de la poblacion sobre el segmento se especifica, a la resolu-
cién 9, por el nimero de miembros de la poblacion en la i-ava celda. La fraccion
de miembros de la poblacion total en la celda 7 es:

N;
Ui = i 4.5)
N
la misma que constituye una conveniente medida del contenido de la celda i.

Nota: En general el nlimero de miembros en cada celda no es el mismo.

El conjunto M, dado por:
M= {u}sy, (46)

da una completa descripcion de la distribucion de la poblacion a la resolucion
0. La medida M (L) de una parte o subregion L del segmento S es:

M) =) 1 4.7)

Generalmente el conocimiento de estos parametros es suficiente para descri-
bir la distribucion de una poblacion; sin embargo, si M tiene una propiedad de
homotecia entonces se puede decir mucho mas acerca de la misma.

Asi, en particular considérese el proceso multiplicativo que genera una medi-
da en el intervalo unitario S = [0, 1]. Primero dividamos S en dos partes iguales,
cada una de longitud 27'. La media mitad izquierda consta de una fraccion p de
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la poblacion y por lo tanto tiene medida p, = p; y la media mitad derecha esta
dada por la fraccion restante, es decir u, = 1 — p. Si se vuelve indefinidamente a
hacer nuevas subdivisiones, resulta que en la n-ava generacion hay N = 2" celdas
etiquetadas con indices i =0, 1, 2,..., N — 1.

Siempre y cuando el conjunto M posea la propiedad de homotecia, Rodri-
guez-Iturbe y Rinaldo (1997) demostraron por induccioén que en la n-ava gene-
racion existen:

n n!
N, (&) = = 4.8
"© = (&)= Eora o @8
celdas que poseen la misma medida y,. Aqui & = ¥/ con:
k=0,1,.,ny
_a1" n
g = [uﬁu? ‘t)] = [p*(1 —p)*~] (4.9)

Rodriguez-Iturbe y Rinaldo (1997) también manifiestan que:

2n 1
MAOID = ) 1= Y, Na(Opg =1
i=1 <

En la n-ava generacion, los N (&) segmentos se generan con longitudes
6 = 27", donde, por construccion, todos tienen la misma medida M- Estos
segmentos forman un subconjunto S (&) del intervalo S = [0, 1].

4.5 Subconjuntos fractales

Considérese la misma poblacion anterior distribuida sobre el intervalo [0,1].

Como ya se indico, en la generacion n hay N_(§) segmentos de lalongitud 6, =
27" de la misma medida e Ahora se demostrara que estos segmentos forman
los subconjuntos S ($) en el intervalo unitario, los cuales son conjuntos fractales
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de puntos, con su propia dimension fractal. Es decir, que el intervalo [0,1]
esta constituido por la unién de subconjuntos fractales o, en otras palabras,
este intervalo es un conjunto multifractal.

Para probar esto, cubramos el conjunto S _(¢) con segmentos de longitud
dy hallemos su medida Hs (S,) [con la ecuacion (1.14)] y la dimensidn frac-
tal D(§) de este conjunto, mediante el estudio del comportamiento de Hi a
medida que 6 > 0y n —co:

S S 0' D
H3(Se) = Z 5% = Na(§)8 5—;){00‘ ° D((g (4.10)
¢

Usando la férmula de Stirling para el factorial de un ntimero
1
n! ~\2mn™ze ™™ (4.11)
se tiene una expresion aproximada de N _(§) en la ec. (4.8)

1
2nntze ™

m(f n)(5”+%)e—fn\/ﬁ[n(1 _ E)]n(Hf)%e—"(l—s‘)

Nn(f)z

La que simplificando y agrupando términos queda

1

2mé (1 — §)Esn(1 — &n1=9) (4.12)

y puesto que para cubrir el segmento original se requieren piezas

Nn({)z

de 6 = 27" de longitud, entonces

Iné
In 2
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con lo que N_(§) puede escribirse como

1 _ (1
N, (E) ¥ —— I [§ "= 709
O ="

1
Np(§) v ———e I {+0-HIn(1-9]

VZ@n( - )

1 In §[§ln §+(1-§)In (1-8)]

N,(r ———— n 2
® PmEn(lo f)e (4.13)
Que sustituyendo en (4.10) da
1 In 5[§In §+(1-HIn (1-9)]
H3\S¢ )r ———=c¢ n2 5° 4.14
5(5¢) D) (4.14)

Ahora, si se toman los J-recubrimientos de longitud tal que el proceso de
recubrimiento se haga en N_(§) pasos, es decir que

_ 1 £
N, (%) amen(l - ¢) o (4.15)

Lamedida H; puede entonces escribirse, de acuerdo con la ecuacion (4.10),
como
1 5T© g

Hi(S:) = ———
5( é’) 2701 — %) 4.16)

Comparando (4.14) y (4.16) queda establecido el exponente f (&), es decir

§Iné+ A -9HInA -4 (4.17)
In2

f@)=-
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De aqui se sigue que para que la medida Hi del conjunto S, permanezca
finita para 6 — 0 debe satisfacerse la condicion s = f (§). Por lo tanto, la f (&) es

la dimension fractal, D(€) del conjunto S .
S = U Sf
¢

donde los conjuntos S, son fractales con dimensiones fractales f(§) dados
por la expresion (4.17). Las dimensiones fractales dependen del parametro &, tal
dependencia se muestra en la Fig. 4.3.

Figura 4.3. Espectro multifractal f (& ) para los subconjuntos S&, generados por un
proceso multiplicativo binomial con p = 0.25.
Adaptado de (Koscielny-Bunde, Kantelhardt, Braun, Bunde, & Havlin, 2006)

4.6 El exponente de lipschitz — holder,a

Mandelbrot ha sugerido que el parametro & no es muy util en la practica y
mas bien recomienda la utilizacion del exponente de Lipschitz — Holder, a, el cual
caracteriza las “singularidades” de la medida M(x) (Mandelbrot B. B., 1983).

Asi, considérese la medida generada por el proceso multiplicativo en la

n - ava generacion, esta medida es una funcidén no decreciente de x con incre-
— n s .

mentos # = e ] [ver ecuacion (3.9)]. Escogiendo un x(£) que corresponde a

un valor dado de ¢, miembro del conjunto S, tambi¢n hay un valor de la medida
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M(x) para el punto x(¢) + 6 con § = 27 la diferencia entre este punto y x(&)
€s como se sabe, M.

pe = M (x(&) +6) — M(x(9) (4.18)
El exponente de Lipschitz — Holder a se define por

pe = 6 (4.19)

La ecuacion (4.18) permanece correcta aun en el limite cuando n — o. En

efecto, lim ug; = lim 27"% = 0 si o > 1. Caso contrario (si o < 1) Hg —> .
n-—»oo n—oo

Para hallar la relacion a(¢) se puede combinar (4.9), (4.19) y la expresion o

= 2™ de la siguiente manera:

se despeja a de (4.19)

Inps = alno
(4.20)

In ue

) = o

se reemplaza HUg = [pf(l - P)l_f]n y 6 = 27" en (4.20)
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In[p(1 - p)~¢]"

a(§) =

2"
e = nln[p? £1n ;15)(1—5)]
() = 0’ +1nn(111 - p)1-9]
o) = — [Inp? + lnl(n12_ p)1-9]
o) = _ {p+ =9 —p)

In2 (4.21)

Noétese que a tiene una dependencia lineal con ¢ y que ¢ y a mantienen una
correspondencia biunivoca.

Los valores de a( &) se encuentran en el intervalo:

Omin < A < Opax

donde:
In(1 - p)
Omin == — > para & =0
_ Inp — 1
Umax = — E para f - (422)

De lo visto se concluye que el conjunto S c puede también escribirse como
S_y lamedida M(x) estar caracterizada por los conjuntos S _, que en el intervalo

S =[0,1] satisface:
5= US"‘ (4.23)
o
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La medida tiene “singularidades” con el exponente de Lipschitz — Holder a
sobre los conjuntos fractales Sa , que tienen dimensiones fractales f(a)=f (¢ ().

La curva f (o) para la medida de la poblacion generada por el proceso mul-
tiplicativo con p = 0.25 se muestra en la Fig. 4.4.

1 -
0.9 1
0.8 1
0.7 1
0.6 1
0.5 1
0.4
0.3 1
0.2 1
0.1 H

f(@

0.00

051
0.70 H
0.89 +
1.08
1.27
1.46
1.65
1.84

a

Figura 4.4. Espectro multifractal f(«) para los subconjuntos Sa como una funcion del
exponente de Lipschitz — Holder a

Fuente: adaptado de (Koscielny- Bunde. Kantelhardt. braun. Bunde. & Havlin. 2006)

4.7 Propiedades de la curva f(a)

A continuacién, se deducen algunas propiedades importantes de la curva
f(a), mostrada graficamente en la Fig. 3.11.

Primero determinemos los valores maximos que pueden alcanzar la curva
f(a): De la ecuacion (4.21) resulta que:

_aln2+In(1-p)
¢ = In(1—p)—1Inp (4.24)

Aplicando la regla de la cadena y usando (4.17) y (4.24) resulta que:
df (@) _ df(§) dé(a)

da d¢ da

df(a)z_§+1nfg<—1)+<—1>ln(1—f)[ In2 ] (4.25)
1 .

da In2 n(l—-p)—Inp

69



GEOMETRIA FRACTAL

Simplificando términos e igualando a cero se obtiene:

1

f=§

cuyo valor corresponde al siguiente valor de a($)

1 1
oo = a(f _ 1) _ _Elnp + (1 —E)ln(l -p)
2 In2
_ Inp+In(1-p) (4.26)
Y

Reemplazando ¢ = '/, en la ecuacion (4.17), se obtiene el valor extremo de
f ..o €sto es:

fmax = f(ap) =1 (4.27)

Asi que el maximo valor de las dimensiones fractales de los subconjuntos S
iguala a la dimension fractal del soporte de la medida (recuérdese que la medida
estd definida sobre todo el intervalo unitario). En general:

fmax(@) =D (4.28)

El resultado no implica que este conjunto cubra el intervalo, sino mas bien
que Sa0 contiene una fraccion de los puntos del intervalo. En otras palabras, este
resultado significa que, si se tiene un soporte geométrico de longitud / y, si para
particularizarlo se divide en partes caracterizadas por las funciones f(a,), f(a,),
f(a,),..., la que verifique que f(a ) = f__ esigual precisamente a /.

A este punto es importante establecer la siguiente definicion (Falconer, 1990):
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Definicion 4.1:

Una funcion f: X — Y es llamada funcion de Lipschild-Holder del exponente
o si:

lf(x) = fFO)I < clx —yl®

Para alguna constante c.

avanzando mas en este sentido, Stiassnie (1997) expresa que f(a) es una funcion
de distribucion multifractal y que su punto mas importante en la curva de f(a) es su
maximo a, donde f(a) = 1,y siendo a, € (0,1) su valor mas probable, conocido
como el exponente de Lipschild-Holder.

Otra importante propiedad de la curva f(a) se da cuando & = p; en esta situacion,
de la expresion (4.25) se tiene:

df(@) _

1
da

En cuyo caso la curva f(a) vale:

fle) = f(a) =k 429

donde:

_plnp+(1A-p)In(1-p) (4.30)
In 2

k =
Asi que una linea que pasa por el origen es tangente a la curva f(a) ena = q .

La dimension fractal del conjunto S , es k, la cual la identificaremos como la
entropia del proceso multiplicativo binomial.
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5. COMPORTAMIENTO MULTIFRACTAL DE MANCHAS VISCO-
SAS EN MEDIOS POROSOS

Aqui se expone, a modo de aplicacion de la teoria previamente desarrollada,
un nuevo enfoque al importante problema, hasta ahora no bien resuelto, del com-
portamiento de las manchas viscosas que ocurren en el desplazamiento de un flui-
do" de un medio poroso con alta viscosidad a otro fluido con baja viscosidad.'®

Para una mejor comprension del fendmeno, a continuacion primero se expo-
nen brevemente los puntos mas sobresalientes del enfoque tradicional que se le
ha venido dando al mismo.

5.1 Teoria de las manchas viscosas

El flujo del perfil aerodindmico de un fluido (como el agua) en torno a va-
rios objetos se analiza afiadiéndole algun tinte y colocandolo en una celda como
la mostrada en la Fig. 5.1, conocida como la celda Hele-Shaw. En esencia, esta
simplemente consiste en dos planos transparentes separados entre si por una dis-
tancia b.

1o
> —

Figura 5.1. La celda Hele-Shaw.
Fuente: Imagen tomada de Feder (1988).

1 Dicese del cuerpo cuyas moléculas, debido a la pequefia fuerza de cohesion, lo hacen
capaz de adoptar la forma del recipiente que los contiene.

16 Se da el nombre de viscosidad al fendmeno que pone de manifiesto las fuerzas de
rozamiento entre las capas de un fluido que se mueve paralelamente una de otra con
velocidades de distinta magnitud.
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La ecuacion para la velocidad de flujo U (deducida a partir de las ecuaciones
de Navier-Stokes) que gobierna el flujo en las celdas,'” es la siguiente (Feder,
1988).

k
U = —;V(p+pg2) = —MV¢, (5.1)

Aqui p es la presion, p la densidad y g la componente de la aceleracion de
gravedad a lo largo de la coordenada z de la celda; M = k/n es la movilidad y ¢p=
(p+pgz) el flujo de potencial; siendo 7 la viscosidad del fluido y k la permeabi-
lidad de la celda Hele-Shaw,'® cuya dependencia b es:

bZ

= — (5.2)
12

k

Notese que la velocidad en la ecuacion (5.1) es la velocidad promediada
sobre el espesor de la celda. Para un fluido incomprensible la ecuacion de conti-
nuidad da:

k
V-U = —;Vz(p+ng) =0, y V’¢ =0 (5.3)

Esta es la ecuacion de Laplace del flujo potencial.

Con el objeto de encontrar una solucion para el flujo de velocidad se deben
también especificar las condiciones de frontera (por ejemplo, una presion dada en
ambos extremos de la celda y una velocidad despreciable del fluido donde este esta
en contacto con las paredes).

El flujo en medios porosos (por ejemplo, cuando el agua conduce aceite por
un medio poroso) también sigue las ecuaciones (5.1) y (5.3), excepto que k es la
permeabilidad del medio y no la expresion (5.2); y es precisamente por ello que

'7El flujo es una cantidad escalar que es numéricamente igual a la masa de flujo que
pasa en la unidad de tiempo a través de una superficie plana, de area igual a la unidad,
perpendicular a la direccion de transporte del fluido.

'8 En este contexto, la permeabilidad debe ser entendida como la capacidad de la celda
Hele-Shaw para ser atravesado por un fluido dado.
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el flujo en las celdas Hele-Shaw es a menudo usado para modelar el flujo en
un medio poroso. Sin embargo, hay importantes diferencias por lo que la validez
de la utilizacion de la celda de Hele-Shaw como un modelo de flujo en un medio
poroso es cuestionable. En efecto, diversos experimentos muestran que la dina-
mica de las manchas es notablemente diferente de lo que predice este modelo
(Homsy, 1987).

Asi, por ejemplo, en la Fig. 5.2 se muestran los resultados obtenidos para el
desplazamiento de un fluido de alta viscosidad (epoxido) que es desplazado por
el aire en un medio poroso bidimensional consistente de una tinica capa de esfe-
ras de vidrio comprimidas entre dos laminas de vidrio.

Figura 5.2. Manchas de aire (en negro) desplazando el liquido ep6xido en un m dio
poroso bi-dimensional consistente de esferas de vidrio de 1.6 mm en una mono-capa
entre dos laminas de vidrio de 40 cm de diametro. El centro de la inyeccion estéa cerca
del centro de la estructura. a) t =2 s después del inicio de la inyeccion. b). t=3.9 s.
¢) 19.1 s (Maloy et al., 1987).

Actualmente se atribuye a las condiciones de frontera la causa principal para
que haya diferencias entre la celda Hele-Shaw y la celda contenida en un medio
poroso. En concreto, en la celda Hele-Shaw la separacion laminar b, determinada
por las fuerzas capilares," es la tnica escala de longitud en el problema, aparte
del didmetro de la celda circular (Homsy, 1987).

1 Fuerzas capilares son aquellas fuerzas atractivas presentes entre solidos y liquidos
que se encuentran en contacto.
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En un medio poroso bi-dimensional, es decir en una celda circular con una
Unica capa aleatoria de esferas de cristal, el tamafo de los poros tipicos es tam-
bién b, y por lo tanto el problema de flujo del fluido es controlado por la escala
de longitud microscépica en todas las direcciones del espacio. Por ende, el pro-
medio de la velocidad de flujo del fluido U esta necesariamente dado por la ley
deDarcy la misma que se expresa mediante la ecuacion (5.1) (ecuacion de Darcy)
en la que la condicion de incompresibilidad dada por la ecuacion (5.3) también se
aplica, de modo que la ecuacion de Laplace resulta para la presion p(r).

De lo dicho se concluye que la dinamica del frente es por lo tanto enteramen-
te diferente a lo deducido a partir de la celda Hele- Shaw, en la que en definitiva
se reduce al uso de una distribucion de presion que satisface las condiciones de
frontera en las dos laminas.

Por otra parte, debe tenerse presente que al aplicar la ecuacion de Laplace
(5.3), la decision para desplazar el fluido desde un poro dado en la interface no
se realiza en base al valor absoluto de la diferencia de presion entre el aire y el
fluido, sino mas bien en base al valor de la presion relativa a la presion capilar
asociada con el cuello del poro que conduce a aquel poro, ya que es mas dificil
para el aire entrar a un poro estrecho. Este ultimo paso introduce aleatoriedad en
el problema ya que el ancho del cuello del poro es casual con alguna distribucion
de tamafios.

De esto se desprende que la dindmica de las manchas viscosas en medios
porosos tiene dos componentes principales: la distribucion de presion global con-
trolada por la ecuacion de Darcy; y, consiguientemente, por la ecuacion de Lapla-
ce y por las fluctuaciones locales en la geometria de los poros.

Por otro lado, resultados obtenidos por algunos investigadores como los ob-
tenidos por Chen y Wilkinson (1985) o Homsy (1987), a través de experimentos
y simulaciones, muestran que la aleatoriedad en la estructura de los poros es un
requerimiento indispensable para la fractalidad de las manchas.

Para caracterizar la distribucion de las manchas se debe empezar midiendo la
masa m, de las islas en crecimiento, entonces numerando las islas en forma arbi-
traria con el indice i = 1, 2,..,, N, donde N, es el numero de zonas en los cuales
se observa crecimiento; se puede obtener la masa total de las islas 7z, = XV m; y
la masa normalizada p:

m; m;

Hi= xm; mg
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Entonces, el conjunto M = {u } caracteriza el crecimiento observado de la
estructura. Este conjunto representa los incrementos en la medida del nuevo-cre-
cimiento M, a la resolucion del experimento.

5.2 El conjunto fractal de las zonas en
crecimiento

consideremos el conjunto de puntos V', que tienen ¢, >0, como aquel en que
se observa crecimiento; es decir, el conjunto de poros sobre los cuales ha ocurri-
do un crecimiento adicional de la mancha viscosa; asi, el conjunto V' puede ser
visualizado como la interface de crecimiento anterior — crecimiento nuevo.

Sea N, el niimero de puntos en JV, los que aumentan al incrementarse el ta-
mafio de las manchas viscosas. Para una estructura fractal esperariamos que N,
esté dado por:

Dy

R
N, = o (?g) (5.4)

Aqui D, es la dimension de la interfaz en crecimiento, J es el tamafio del
pixel al cual la estructura es analizada y Rg es el radio de giro. Igualmente se
podria también haber usado la mancha de mayor longitud en lugar del radio de
giro Rg, ya que estas longitudes son proporcionales dentro de las incertidumbres
experimentales.

La ecuacion (5.4) da un incremento en N, a medida que aumenta el tamafio de
la estructura de la mancha; y decrece N, a medida que el pixel 6 aumenta (o sea
disminuyendo la resolucién a la cual el conjunto de puntos V' se analiza).

En base a lo expuesto se deduce que la dimension fractal D, puede ser de-
terminada contando N, mediante la obtencion de una secuencia de fotografias y
luego graficando el log N, en funcién del correspondiente logaritmo del radio de
giro R,.

La dimension del conteo de cajas del conjunto de puntos IV, a un radio de
giro dado, se debe obtener cambiando el tamafio J de la caja. Asi que ajustando
la ecuacion (5.4) al conteo de cajas observadas, es posible hacer una estimacion
de la dimension fractal para la interface crecimiento anterior-crecimiento nuevo.
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5.3 Lacurva f(a)

Hasta aqui se ha discutido solamente el conjunto de puntos para el cual u, > 0.

Ahora se puede especificar un subconjunto IV, ,consistente de todas las zonas
en crecimientos para los cuales < u, < u + Ap.

Si se especifica la medida en forma de una escala-independiente, se puede en-
contrar que tales subconjuntos son conjuntos fractales, para ello especifiquemos
subconjuntos constituidos por las zonas de crecimiento mediante el exponente de
Lipschitz — Holder a. (Nakayama & Yakubo, 2003):

®)
u= =
Ry (5.5)

Esta relacion simplemente da una definicion de o:

__Inp (5.6)

In(5/R,)

Entonces, escogiendo a en el rango de a a a+4a se encuentra, mediante la
ecuacion (5.5), que a la resolucion J el correspondiente rango de u, tiene un radio
de giro R, El conjunto de las zonas en crecimiento que tiene islas que dan y, en el
rango especificado forman un conjunto de puntos N_ . Por lo tanto, el conjunto de
todas las zonas en crecimiento puede escribirse como la union de tales conjuntos:

N = U]\fa (5.7)

Si N_es un conjunto fractal, entonces se debe esperar que el nimero de puntos
en el conjunto N satisfagan una relacion de homotecia similar a la ecuacion (5.4),
esto es:

’ f(e)
Na = Aapa = AO[ba (F) (5.8)
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El ntimero de puntos en el conjunto es proporcional al rango Aa, por lo que se
ha introducido la densidad p_que es independiente de este rango.

En estas circunstancias nuevamente se tiene que hacer hincapi¢ en que los
conjuntos finitos de puntos, que necesariamente tienen que tomarse en cuenta cuan-
do se trata con resultados experimentales, solo representan muestras del conjunto
fractal S, los cuales se definen solamente en el limite asintotico de los sistemas
infinitos o de resolucion infinita.

La determinacion de la funcion f(a) puede hacerse usando los valores de p;:
primero notese la factibilidad de encontrar el valor maximo de f(a) usando el he-
cho de que el nimero total de zonas en crecimientos esta dado por:

N, = f p(a)da (5.9)

que, a su vez puede escribirse de manera diferente combinandola con las ecua-
ciones (5.4) y (5.8)

N ) A

Esta relacion es valida para un rango grande en R,y 0, si el integrando tiene
un maximo agudo a algan valor a,. Si este es el caso, podemos evaluar la integral
y encontrar que:

f(ep) =Dy (5.11)

La amplitud a depende de la forma funcional de b_y f(a), y no es posible
hallar una solucion analitica general.

Notese también que ya que los conjuntos N son subconjuntos del conjunto
de las zonas en crecimiento, se tiene la siguiente relacion:

0<f(ax) <D (5.12)
La cual es consistente con la ecuacion (5.11).
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De aqui que conociendo los valores de {u} y usando la ecuacion (5.8) se
puede construir la curva f(o):

_In(p(a) —Inby
flod =—1 (Ry/6)

(5.13)

En funcion de o dada por la ecuacion (5.6)

El parametro b, representa la parte de la escala-independiente de la integral
de la ecuacion (5.10), y se debera escoger de modo que el méaximo valor de f(a)
sea D,

Notese que b, puede, en principio, depender fuertemente de a, por lo tanto,
usando b, en lugar de b_en la ecuacion (5.13) implica que se tenga un exponente
efectivo f(a).
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SIMBOLOGIA

espacio euclideano n — dimensional

sumatoriadesdei=1,...n

recubrimiento de Cantor - Minkowski
conjunto suave

distancia entre dos puntos

union de conjuntos desde i =1,..,n

elemento de R*
diametro del conjunto A
medida de Hausdorff

medida s-dimensional de Hausdorff
espacio topolégico

dimension de Hausdorff-Besicovitch
dimension fractal del conjunto A
codimension fractal del conjunto A
hipercubos de lado 6 que cubren F
exponente de Lipschitz - Hélder
radio de giro
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